
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books white helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 



^ 



GODFEEY LowELL CABOT SCIENCE LIBRARY 

ofihi Harvard CaHtgt Lihrsrj 



This book is 

FRAGILE 

and circulates only with permission, 

Please handle with care 

and consult a staff member 

before photocopying. 



Thanlcs for your help in preserving 
Harvard *s library coUections. 



v%^«. 



Eiig^HV 




GOBI 



Digitized by VjOOQ 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



J 



Digitized by 



Google 





Anleitung 



zu 



Rechnungen der Geodäsie. 



Von 

Friedrich Theodor Poselger Dr. 



m 



Berlin, 

bei FcrdiiiAncI Dfimailer. 

1831. 



Google 



Digitized by ^ 



^^^w.^1 



« f 



t 



Digitized by 



Google 



Dem 
Königlich Preuts. Major, und Chef des Generalstabes der Artillerie; MitgUede der oberen 

Militärischen- Studien * Behörden, 

Herrn Ton Radowitz, 



dem Gielehrtcn: dem Freunde, 



der Verfasser. 
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Die Absicht dieses kleinen Werkes ist, dem Geographen, welchem 
ein völlig berichtigtes Dreiecknetz vorliegt, bequeme Methoden dar- 
zulegen zu Lösung darauf zu gründender geodätischer Aufgaben, ab- 
geleitet von ihren wissenschaftlichen Principien und leicht übersicht- 
lich in ihrem natürlichen Zusammenhange. 

Die Instruction worauf es sich bezieht, ist, zur Zeit, als Manu- 
script, in drei lithographirten Heften, erlassen von Sr. Excellenz dem 
General, Herrn von Mufl^ing, damaligem Ch^ des Generalstabes der 
Königl. Preufs. Armee, unter dem Titel: Instruction für die t^^pogra- 
phisch^i Arbeiten des Königl. Preufs. Generalstabes. - 
Berlin am 15. Januar 1821. 

Die hier in Druck erscheinenden wenigen, Bogen sind zunSclist 
für Oflficier^ des^ Königl. Preufs. Heeres, Freunde des Verfassers, ae- 
si:hrieben und werden dem grölseren Publicum mit dem Wunsche 
und der Hoflhung übergeben, Geographen und iGeodäten überhaupt 
einen nützlichen Dienst zu leisten. 

Berlin den 17. September 1831, 

Poselg^r Dr. 

Prof. Lelmr an der KtaigL Prevüi. AUgemeiMii KriegMcIinle. 
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Zu Terbessera wird gebeten. 



Seite IZene 6 i±pi «Utt: tt^ miler «weiten Fertnd wdiU 

"- '^ — 7 «t. -3^^ , in der ersten Fonnel link« 

— -* — 18 eos{9i 8t. sinltL 

— 8 — 19 ao ^ ft. iJ 

— 5 — 23 ß' et /3 

— 7 — 8 «rgieU tt er giebt 
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— ik *•- 37 gedacht »t. gesncht 
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— 41 ■— '90 Aui et. nar 
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Cap. I. 

Die Erde als Kugel. 



1. xl-Ue Betrachtung«)!! der Erde als Kugel gründen sich in der sphärischen Trigonometrie. 
Zur Losung der hieher gehörigen Aufgaben sind voracügiich bequeia die Gaufsischen Formeln T), 
welche sich auf folgende Weise herleiten lassen: 



a 

sm — s-^s— i — • sin — s-5- 



sui 



K. a+c — b . a+b — c -■ / . n+b+c . b-H> — 
sin — !-5 . sin — L^5 I / sm — !-^-J — . sin — s-^ 
%^r—. H ; co.AA= V ■ 
smh . sme * ' 

-i / . b+c — a . b+c — a •■ / 

1 / sm -C^ . sm -t^ 1 / 



sm b . sm c sm b . sm c 



b+c — a . b+c — a -■ / . b+c+a . c+a — b 
— L-^ . sm — !-^5 I / sm — L-^-J — . sm — 8-5 



sm a • sm c sm a • sm c 



T / . c+b — a . c+a — b 1 / 

i/sm^^ .««-^-s 1/ • 

Sm^C=y i. ^__jf ; COS^C:^V ' 



c+b — a . c+a — b ^ / . c+a+b . a+b — c 
; — L^ . sm — i-= i / sm — S-5-S — . sm ' ^ 



sin SL.sinh ^ sin a. sin h 

sin I (B—C) = sin^B cos \ C—sin\C cos\B= 

. a+(b — c) . a — (b — c)i / . a+b+c . b+c — a 
in . ' ^ : — sm ■ . , I / sm ' _ f ■ . .«in ■. ' 



sm' ' \. • — 51» 



ysin 



sin a ^ 5» h • ^m c 

. a+(b — c) . a — (b — c) 

5/n|(B— C) _ ^'* 2 ^"^ 2 _^ wi|(b— c) 

cos^A sinsk jm|a 

Gans auf ähnliche Weise: 

CO* ^(B— C) 5i»|(b+c) 

sinJlA sm\a 

sin ^(B-\-C) _ cos \(b—c) ^ 

cos^A sin^SL * 

co*|(B+C) cos \ (b+c) 

sin^A cos^a, 



*) theoria motuf corp. eoelett p. 51. §• 54. 
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2. Hieraus, weun wir satsen: 

A=A; C=a; 8 = 180«— a'; 

c = 90°— iS'; b = 90« —ß, 
ergeben sich die Formeln: 

sm i^ • COS 1 A = CO* — ^ — . sm |a 

COS ' . sm>X = sin — ^ — . <jiw |a 

ß' — ß a — a 

cos Q . CO* I A. = CO* — 5 — . co*|a 

• ß'+ß . 1 , . «' — a 1 

*//i ' ■ . 51» ^ /» = *m — 5 — . cos\' SU 

3. Aufgabe: Aus den geographischen Breiten zweier örter auf der Erde, und ihrem 
Längenuiiierschiede, ihre Azimuthe und ihre kürzeste Entfernung von einander zu finden. 

Die Breite wird nach Norden positiv gezählt Das Azimuth heilst der Winkel zwischen 
dem Meridian des Orts und seiner kürzesten Entfernung von dem andern, von Süden duvcli 
Westen gezählt 

Die Losung der Aufgabe liegt in den Formeln: 2. Wenn wir im Allgememen die 
Breiten als' verschieden ansehen, mid die groDsere setzen sß'; die kleinere :=ß; den Langen* 
unterschied '=:A.;r die kürzeste Entfernung =a, so kommt:' 

. .... , p-ß '^^^ = ^-i^ 

COM •> i- 

4 Beispiel: .Aus den geographiselien Breiten und dem LäugeiQunterschiede von Pe- 
tersburg und Paris die Aziiftutbe -dieser beiden Örter und ihre kürzeste Entfernung von ein- 
ander zu berechnen. 

In dem sphärischen Dreieck: Nordpol,^ Petersburg, Paris, sind: 

1) der Längenunterschied: A, der Winkel ihrer Meridiane am Nordpol, 

. =27*^ hSi 30"j 

2) die den Winkel einschlieCsenden Seiten, die Ergänzungen ihrer Breiten zu 90^: 

^" = ^9^ 26' 23^'; 
ß=48<> 51' 54''; 

3) die joiem Winkel gegenüber liegende Seite: a, die kürzeste Entfernung der Örter 
von einander; r^ ^ 
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4) die ni ß^ und ß gehSrigen Azfanutliet > ■ 

a die Ergänzung des Winlcels im Dreieck Ewisehen dem Meridian' von PMeM> 

bürg und der Seite a zu' 180**; 
a der Winlcel im Dreieek ztHscIlen dem Meridian von Paris und der Seite a. 
Hieraus ergiebt sich die Rechnung, wie folgt: 

^^=540 59' 8^ 5 ; fay. *;« ^-i5«:9,9087943 

fc^= öMrU" 5 ;&gr. CO* ^^«=9,7676246 

log. sin ß-f^= 8,9644897 

hg. CM ^^=9,9981482 
1^=13« 59^ 45"; /ogr.i^;|A=9,3%6362. 

log. CO* 5^=9,7676246;- hg. sm ^^=9,9087943 

hg.tg ^ X= 9,3966362; 9,3966362 

9,1642608 9,3054305 

log, sin ^^-j^ =8,9644997; hg. «W^^ =9,9981482 
%• ^g ^^-0,1987611 j %. fy"~^=9,3072823 

'i±^=5T>. ii dl' 17 

^^^=11 28 10,62. 



a' =69»12ri8f'79 
a =46'» 15' Sr 55l 



Zur Berechnung der Seite a, giebt die sphärische Trigonometrie: 

sinX.cosäf . sinX.cosß 

: —z=stn»i — — j — r-^^^w* a: 

tm a ' . stn « ■ 

die vorhin erhaltenen data geben 

hg. sin X = 9,6714904 ;r hg. sin X 3: 9,6714904 

/og. CO* p'= 9,7062436 /gg. «w p== 9,8181173 

9,3777340 9,4896077 

/oy.«i» a= 9,8588720 /og-gii a'= 9,9707456 

hg. sin a= 9,5188620 log. sin a = 9,5188621 

e=«19« ir 5"39. ^ j 
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5. Auf gleich« Weise ergiebt sich lur das Itowiedc: N«rdpol, Königsberg, Berlin, Tür 
die AanabaMD: 

ßzsibi 31 16 

Äs 7 6 54 
das Resultat: 

. a' = 650 26: 33" 77 

a=59« 42'39f'49 

_«== 4»45'l(y<89. 

6. Zur umnittelbaxMi Bemchnong des a, aus |3', p, ^ dienen die Formeln: 

cot ßf . CO* Xns^m . .- 

COSA =3 •— — WJ» (p+«») J 

also, filr die Annahmen in 4. 

log. cot ff = 9,771 1926 ; p = 48« 51' 54" 

log. cos X =9,9459685; <a=27 32 13 21 

l^. ^o>;= 9,7171611 ß4-«»=76 24 7 21 
«=s27«32' 13" 21 



log. sin 03+«) = 9,9876525 

log. sin ßf . =9,9350509 

9,9227034 

hg. cos a )=a 9,9477828 

%. CO« a s= 9,9749206 

a = 19» 17' 5" 4 wie oben. 

7. Aufgabe: Aus gegebenen: ß, a, a, 

SU finden: p', a', A. 

Zur Auflosung dienen die Formeln: 






7 r±är fg^a^tg —5" 

Also, für die dAta' in 4: 



p= 48" 61' 64" 
a=s 19 17 5 39 
a= 46 15 67 36 
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^^= 34«» 4' 29'' 69 
45»— ?i^« 10 55 30 30 



-2 ^'■ 



-14 47 24 30 



450+?-^= -30-12 35 60 
!«= 23 7 58 62- 



iog. sin (450+^) = 9,7017139 ; , hg. cos (45«'+i^) =9^9366083 

%. *ii»r45»—i^) =9,2776671; fo^.co« (45">—5±^)= 9,9920567 

0,4240468 9,9445516 

log. fg|« a= 9,6306475 / =9,6306475 

'Off- tg ^^=0,0546943; log. /^^^= 9,5751991 

|(a'+A,)=48» 35' 54" 20 

i(a'--^)=20_362430 

a'=69« 12' 18" 50} ., ,« « , . ^ 

„„ , > bis auf die Secunde, wie oben. 

As=27 59 29 90 y : . 

Nim wird p' berechnet n«ch dcfa JFormeln; 

^^-» .sma.nntt *ma.oos& • 

COSpss r— ; - = ; y— !- 

smX smei 



log.sina^9,S5S87A^; 9i,8588745 ' 

fey.«aa =s9,5188596 ; fog.cwp =»93181148- - 

9,3777341 9,6769893 

/og.WgA, =9,6714905 ; log.sina ' ^9,97(yi4&7 
log. cos /3^ =9,7(^2436 ; fog-. co* p^ =39,7062436 
ß=50» 26' 23^' 
wie gegebMi In 4 ° . '> 

8. Aufgabe: Aus den gegebnen BMiten und des kOnesten ]Qitfenuiiig den LiblgeB» 
untenebied m lierechnaL 

Hieni dient die Formel; ^ ^ 



.=]/- 






co$\x^ y ^ -- 

€OSp , COSß 
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Nach den Daten in 4. 

^-^ß=H)S° 18' 17* 

a= 19 17 &4 

pr+ß-f-a=127 35 22 4 

i±i±^^ 63 47 412 



log. co*^-i^^=?9,6450169 

log. cos ^+^—'^ =9,8531680 
9,4981849 



log. «>*/3' =9,7062436 

log. cos < ä =9,8181173 

9,5243609 



/ogr.Wf^A;^ 9,9869120 
iA, = 13'> 59' 45" 
A,=27 59 30 
wie gegeben in 4. 

9. Wenn wir in der mathematischen Geographie, bei Betrachtang der Erde als Kugel 
stehen bleiben und bei Bestinummg; der örter Auf ihr; ihrer Lagen und Entfernungen; mit Aus- 
«chlufi der mehr die Astronomie oder die Natttik bMlihrendeu Fragen: so werden ihre wich- 
tigsten Aufgaben nach den von 1. bis 8. g^ebenen Beispielen, oder auf ähnliehe Weise durch 
T.^hnsfif««' aus der sphärischen Trigonometrie 'ilu« Erledigung finden. 

Es kommt aber nunmehr' Euaachst darauf an, die berechneten Bogen in einem Län- 
genmaab aussudrücken, und umgekehrt: Lftugen auf der Erdoberfläche in Bogen. Hiezu wird 
in Folgendem der Weg'geselgt 

10. Setzt man den Erdqaadranten (90^) gleieh 10 MIHfenen Mitres, so bt der mittlere 
Grad < 

- «^I^metres=s 111111-111.., :i=]Vt 

also: i" Bogen = 30"S6; 

der mitder« Hal b messer: 

_ 160M. _35& 

'"~ « ' *~113 

r =^l^g^mitres=6366197- 18 



log. raEi6,8038798 in mitn» 
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foy. 1=3,1961208 



Da« königliche tqpogvaplusehe BOwaii, in einer InsCntetiott Sr. Exq»L des Genemle 
T. Müffljng, ffir die G^odäten^ besUnnnt: 

log. 1»= 9,4240917 in PreuiEs. Ruthen 
also 1- = 0,»2655 i • . . . Prenls. R. 

tand log. 1»=0,» 5759083 in metres. 

Aus •• * 

log. r =6,8038798 in metres 
und log. 1« =9,4240917 in Pr. R 

er giebt sich: log.T =6,2279715 in Pr. R. 

Nach der Instruction ist, wenn wir a den Halbmesser des Äquators nennen, 
fo^,a = 6,2287039 in Pr. R., und, 
wenn wir r den mittleren Halbmesser nennen 

fog'. r=6,22798 in Pr. R 

in sofern wir hier mit diesem Ausdrudt das arithmetische Mittel zwischen dem Äquatorhalb- 
messer und der halben Erdaxe bezeichnen wollen. 

Der Unterschied dieser Zahlen von den vorhin berechneten kommt von der Abweichung 
der Figur der Erde von der Kugelgestalt: wir werden aber für kleine Bogen zu ihrer Verwan- 
delung in Längen, ohne merklichen Fehler den vorhin gefundenen log. r in Anwendung brin- 
gen dürfen. 

11. Die Lange des Erdhalbmessers erlaubt. Bogen bis zu einer gewissen Grenze, als 
gerade Linien anzusehen und umgekehrt, ohne merklichen Fehler. Zur Beurtheilung dieses 
letzteren wird folgende Bemerkung dienen: 
Es ist in Theilen des Radius 

arc 10=0,0174532 
sin 10=0,0174524 
tg 10=0,0174551 
also: arc lo—^j/i 10=0,0000008= 5-1 

tg 10— ö/r 10=0,0000019= 12"0 
ferner : arc 30' = 0,0087266 

w/ 3^=0,0087265 
/o' 30^ =0,0087269 
also: arc^d— sin Ztf = 0,0000001 = 0«» 6 

/g-30'— örc30r =0,0000003=1'»9 
woraus sich ergiebt, dais, wenn auf 7 Meilen Länge der Bogen mit seinem Sinus oder seiner 
Tangente verwechselt wird, der dabei begangne Fehler noch nicht 1 oder 2 Mitres erreicht, 
also fUr ganz unmerklich bei kleineren Bo^en zu erachten ist 

Daher ist auch das Polygoi^ w^lc|ies bei dem Messen auf der Erde, die Richtui^g eines. 
Bogeiis verfolgend um denselben mit einem Langenmaalsstabe beschrieben wird, auf die grofsten 
Weiten hin, in welchen dergleichen Messungen vorgenommen werden^ ohnei.merkfipb^n*Fehler, 
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dem Bogen Beibat gleich n «etsea. Um mui hicvoii nt übeneugen, nehmen idr an, die Pfen- 
bische Ruthe, A, sei ein solcher LängenmaaÜMtab und <p der Bogen, der twisehen Ihre End- 
punkte fällt; 

A 

arc 9 = — 

T 

so Ut: hg. A=0,5759083 in m^res 

7Qgp,r = 6,8038798 

log. 07^9=3,7720285—10 

jpg, grcr =4,6855749 -> 10 

9,0864536 iu Secuuden 
daher 9= O'' 121 

Dies giebt auf 1000 ausgelegte Ruthen 120''=2', wofikr Jm= 1^^0,0005818; 
mithin auf eine Messung von 1000 Ruthen Länge kein 10 Milliontfaeil des Erdradius swischen 
dem Bogen und dem über demselben mit der Ruthe beschriebenen Polygon. 

12. Die Zulässigkeit, kleine Bogen auf der Erdoberfläche als gerade Linien ansusebea, 
giebt Mittel, die Berechnung kleiner sphärischer Dreiecke auf die, geradlinigter, zurück zu 
führen. Um dies zu zeigen, betrachten wir die bekannten Reihen, worin die trigonometri- 
schen Functionen in Bogen ausgedrückt werden: 

a« , a» 
^/,a=a-^+j5^-..., 

C05 a=l — 7^ 



2 ^24 



/^a=a+y+^+,... *) 

Setzen wirt a=: 30^=0,0087266 in Theilen des Radius, so ist 

/og;a =7,9408451 
%.a*=3,8225353 

y = 0,0000002 
Wird also mit 7 Decimalstellen gerechnet, so läJst sich ohne Fehler setzen: 

6 

a^ 

a^ 

13. Man kann annehmen, daJs in den Dreiecken erster Ordnung in einem geodätischen 
Dreiecknetze, solchen nämlich, deren drei Winkel durch unmittelbare Messung bestimmt 
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werden, die grftfote SmIo eines deieelben 35000 Tolfen nidit viel Obereteige. Selsen wir 
diese: A. 

Nach der Instruction ist: 

foj^.l-K9,710i800 in Toisen 
1«»=0» 513074. 
Nun ist log. A =4,5440680 in Toisen 

log. ! ■ =9,7101800 . • . . 
log. A= 4,8338880 in m^res 
log. r =6,8038798 .... 
feg. <ircf '=x 4,6855749 
> 1,4894547 - 

log. A =2,3444333 in Secuiiden 
A=221tf' 2=36' 50^' 2. 
A in Theilen des md. 

=0,010714 . . . . =a 
Zog-, a =8,0299516 

woraus kommt : ^ = 0,0000002. 

Die von Suanberg in Lappland gemessene Basis ist 

= 14451» 116 =A. 

%.A = 4,1599013; 

woraus auf dieselbe Weise, wie vorhin sich ergiebti 

A=r 58^' 21; a» = 0,00000001 in Theüeu des Radius 

Und hieraus sieht man, dais noch für Dreieckseiten der längsten Gattung, wenn man 

mit 7 Decimalstellen rechnet, gesetzt werden können die abgekürzten Werthe: 

a» 
^i/ia=a T- 

D 

a* 
ro^assl — ^. 

Wollen wir nun ein Dreieck berechnen von der angeseigten Art, dessen Seiten ssa, 
b, c und der, der a gegeniiberliegende, Winkel =A, so ist, es als' ein sphärisches betrachtet: 

. ^ cos a — cos b cos c 

C05A = r— r . 

sm b sin c 
und wenn wir. für Sinns, (Tosinus, die obigen Ausdrücke in Bogen setaen, so kommt sofort : 

cosA- 



_ b^+c^ — a^ 



2bc 
welches die für geradlinigte Dreiecke geltende Formel ist. 

Hiemach, wenn die Seiten eines geodätischen Dreiecks keiner greiseren Winkelweite 
angeboren, das der von P, so läfst es sich, ohne merklichen Fehler, geradesu, als ein ge* 
radelinigtes berechnen. 
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Für gfSD^re Bogen bt eine groCiere Sehäffe erferderlieli. Sie iMieii sieh aber mit 
Hülfe ihres sphärLschen-Excesses ebenfaUs als gerade Linien behandeln, naeh einem Theorem^ 
welches, nach seinem Erfinder, das Legendresche heilst 

14. Der sphärische Exceb ist der Überschub der Svmme der Winkel eines sphärischen 
Dreiecks über swei Rechte. Setzen wir ihnss«; den Flächeninhalt des Dreiecks =A; und: 
r den sii dem Dreieck gehörigen Halbmesser, so lehrt die sphärische Trigonometrie, dals: 

A 

Wäre nun das Dreieck ein gleichseitiges und Jede Seite = 1^, so findet sich dafs der 
sphärische Exceis noch nicht eine halbe Minute, genau = 27' 2, betrüge. Er wird sich also 

unmerklich ändern, wenn wir in dem Ausdruck — , in sofern die Seiten nicht viel gröfser 

als P, den Flächeninhalt so berechnen, als waren dieselben geradlinigt Für das Dreieck in 
13. erhalten wir so 

he sin A 

15. Dehnen wir nun die Rechnung aus, bis auf Grofsen der Ordnung a\ und setzen 



daher 



a« . a* , a* 

«/2a = a— ^; co^assl — -^+^; 



ähnlich: sinh^ cosh; sine^ cos c; in abgekürzten Reihen, in den exacten Ausdruck: 13. 

. cosa — cos b cos c 

cos A = . , ■ . , 

sm b sm c 

und gehen in der Rechnung nicht über die Bogen der Oidnung a* hinaus, so ergiebt sich 

leicht: 

_ b^+c^— a' , a^-j-b^-f c^— 2 (aV-f a«c^+bV) 
COSA ^ I ^ 

betrachten wir hierauf das erste Glied als die Formel für ein geradlinigtes Dreieck, dessen 

Seiten: a, b, c, und A' der, der Seite a gegenüberliegende, Winkel, 

• j A' b^ + c^— a' 
so wird CQS A = — ä— 5 

6 24 

bc 

Also COS A'=cosX — -7- sin A'^ ^ also, naeh 14 ; r == 1 gesetzt, 

= cosAl 7^ sinA!^ und, wegen der Kleinheit von -tt-^ 

= cos ( A'+ -^ J , daher 

A=A' + ^. 
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Woraus sieh ergiebt, da£i ein in die angegebnen Grenzen fiallendfs sphärisches Drei- 
eck sich als ein geradUnigtes berechnen lasse, w^nn jeder seiner \7i>^l vm ein Drittel des 
sphärischen Exeesses verkleinert worden ist 

16. Hiemach wird der sphärische Excefs eines Dreiecks ein Lesonden wichtiges Ele- 
ment geodätischer Berechnungen: daher wir seine Berechnung an einem aus der v. MuflFliug- 
' sehen Instruction genommenen Beispiel zeigen wollen. 

Das Dreieck n. 5. des darin gegebenen Dreiecknetzes: 

Hasseroth^ Düsberg, Kuhfeld, 

heifse in dieser Folge: a b c 

ab . bc . sin b , -* -i 

• so ist: ££=— ;r— 777-, m SSecunden. 

2r^flrc 1 . 

Da in diesem* Ausdruck das r^ so sehr überwiegend ist, so dürfen ab, bc, nur unge- 
fähr bekannt seiiu Sie weüden dort angegeben, nach Eckliardt: 

bc = 37400'» 
ab = 45000"; 
gemessen ist * * b «= 44° 32' 35" 8. 

Dajier: 

log. 0,5 =9,69897-10 ^^.J_ ^3^19612-10 

log. bc =4,57288 ' 

%.b -4,6,M47 '»»F =«9224-20 

log. sin h =9,84699-10 log- -~^ = 5,31448 

iog-r^' = 1,70672-10 log. ^ l „ = 1,70672— 10 

° r^ arc 1 -^— — — ^ x^ arc 1 

0,47903 in Secund. - 

c=3"01. 
Da jedes horizontale Dreieck auf der Erdoberfläche ein sphärisches ist, dessen drei 
Winkel =180°+ dem sphärischen Excels sein müssen, so wird der Unterschied zwischen 
dem durch Messung gefundenen Überschuls und dem berechneten sphärischen Excels als Beob- 
achtungsfehler betrachtet, und dem gemäfs werden die Winkel des Dreiecks corrigirt. 
In dem gewählten Beispiel sind 

die geinessenen Winkel: corrigirt 

a= 55° 0^55" 74... • 55^ 0' 55"66 

b= 44 32 35 80.... 44 32 35 72 

c = 80 26 31 72 .... 80 26 31 63 

180 3 26 180 3 Ol 

sphär. Excefs 3^' Ol 

Fehler der Beobachtung i 0"25 

i,i„o»..t Jeden wi.k.u=(y OS. ^^<y,Google 
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17. Da in 14. der Fläeheninlialt eines geradlinigten Df^eek« geeeizt ist für den eines 
sphärischen, so wollen wir fOr kleine Dreieeke dm sphärischen Ezcels nach der einen und 
nach der andern Annahme berechnen. Für gleichseitige sphärische Dnuedke, deren Seite =:a, 
der Winkel =A ist 

co^Aä— : 2 — 

sm a 

und fi=3A— 180^ 

Hiemach findet sich: 

fttr a= 1«; =30'; =15' 

£=27' 12; = 6" 81 = 1"65 

und nach der obigen Formel 16. berechnet: 

3=27" 2 = 6" 8 = 1" 7. 
Die Instruction enthält unter den ihr beigefügten HOlfstafeln eine, No. II, worin der 
Ausdruck 

vom 45sten bis zum 60sten Grad der Breite berechnet ist Sie dient sur schnellen Berechnung 
des sphärischen Excesses, und die Werthe ändern sich mit r von Grad su Grad, wegen der 
nicht kugelförmigen Gestalt der £rde. 

18. Die trigonometrische Function eines Bogens, Sinus, Tangente, eine blofse Verhält- 
TfcjffimM^ wird, multiplicirt mit der Länge des dazu gehörigen Halbmessers, in ein Längenmaafs 
verwandelt In geodätischen Berechnungen ist es oft nothig, die trigonometrische Funktion, 
als Länge gegeben, in Bogen zu verwandeln, und umgekehrt Hiezu gelangt man auf fol. 
gende Weise: 

Für kleine Bogen ist: 



dftlier hg. sm<p = hg. q> -|- log. (i — ^-j 



7 1 <P" 

= fog-. 9 — 0,0724 . <p^ 



Femer ist Msin<p = Tfpft — ^j. 



Sei rsin^=sinA^ ein Sinus in Längeiimaafe gegeben, und demgemäls: r9=sA, der 
dazu gehörige Bogen in Längenmaals, so ist 

*-: i_ Digitizedby VjOOSIC 
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log. sin A=log. A ( 1 —^) 

ss/oiff.A— 0,0724(^y 

log. A =log. sin A+0,0724 f^X. 

Ist nun der Sinus gegeben, und es soll der Bogen gefunden werden, so setist man in 
das zweite Glied der Gleichung, rechts, sin A statt A annäherungsweise. Dann ist: 

^ sinA ' \ r / 

A 

Hleniach lä&t sich zwischen zwei Grenzen des sin A eine Tafel für log. —. — r be- 

^ sm A 

rechnen, woraus man sofort log. A ans jedem siit A durch leichte Reelinung erlangt 

19. Für grolsere Bogen rechnen wir mit 5 Dedmalstellen und setzen fOr r den Krfim* 
mungshalbmesser des Bogens, nach der davon weiterhin zu gebenden Theorie. Sei dann 

M=r örcl®=T^, so ist 

sinA sinA.'x 



180 • M ' 



log.A=log. sinA+ a,0724 . (-^) «» A^: 
= logsinA+0,(mn^(^.(j^y 



um hiernach Sinus grotserer Bogen in Bogen zu verwandeln und umgekehrt, ist eine HQlfs- 
tafel zur Fiiidung der M erfoderllch , deren Princip erst in der Folge erläutert werden kann. 
20. Exempel: 

1) für kleine Bogen von 2" bis 6' 30^. 
Gegeben; fog*. «Vi A= 3,000 log. sin A^^.hOO 

fog.r =6,228 6,228 

6,772 8,272 

log. (^^y =3,544 — 10 6,544—10 

log. 0,0724 =8,860-10 8,860—10 

%%-A- =2,404 — 10 &,404— la 

° ° sinA ' 

^8' -^=0,0000000253 0,0000253 

® smA ' 

%,A =3,0000000253 4,5000253 

welches bis auf die letzte Ziffer mit den Angaben der Hfilfstabl der Instruction übereinstimmt, 
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2) für gröbere Bogen (Breite tö" bis 46*^) 
Gegeben: M=29ö06,18 Pr. R; M^=829604,6 Pr. R. 

iog. sin A=ißdOOO 4,89ÖÖÖ 

log. M =4,46991; log. »t =4,47129 

0,42009 0,41871 

log. (i^)* = 0,84018 /o^.(^) =0,83742 

log. 0,00002204 aB 5,34321 -^ 10 - . 5,34321 — 10 

%.%. -^4:^=6,18339— 10 ......... 6,18063 — 10 

Zog-. -^=0,0001525,4 0,0001515,7 

" stnA — ■ — ' 

Zog-.A=4,8901525,4 4,8901515,7 

A= 77651,9714. R 77651,79. R. 

Die Instruction hat: =77651,9767 . R 77651,80. R. 

21. Auf älinliche Weise lassen sich die Sinus in Tangenten verwandeln und umgekelirt: 
£s ist nämlich: 



.3 • 



«■»9 —^(}~\j 

-^=14-?! 
sm<p^ ~ 2 

«•«9 r^3/V ^6/ ^2 «n.cp 
log.JK^^Zlog.-X-', 

miiliiu aiuch log, tg X— log. sin A+3 /o^. -^-^ 

e^log. sin A+ß/oj'.^j-^ , 
und, wenn wir £Qr das sweite Glied, recltts den Werth setzen aus 18. 

log. tg A=%.*wA4-3. 0,0724 ^if^J ' 

^log. sin A+ 0,2172 (J^^j, ftir kleine Bogen. 

Für gröfsere Bogen wird, nach 19. ' r^ l 
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log. igA=log. sin A+3. 0,00002204 (^^^) 
= log. sinA+ 0,00006612 (^^)'. 



22. Das von 1. bis 21. vorgetragiie wird hinreichend sein zur Verständigung des Thei- 
les der Geodäsie, welcher sich auf die Hypothese einer kugelförmigen Gestalt der Erde be- 
schränkt 

Wir wenden uns nun im nächsten Capitel zu der Hypothese, welche mehr Wahr- 
scheinlichkeit für sich hat, als jene. 



Cap. II. 
Die Erde als Sphäroid. 



1. Man stellt sich die Erde vor als einen geometrischen Korper, entstand^ durch Um- 
wälzung einer Ellipse um ihre kleinere Hauptaxe. 

2. Hieraus folgt, dals die geographischen Erdmeridiane, Weiche durch die Endpunkte 
der Umdrehungsaxe gehen, sämtlich einander gleich und ähnlich sind. 

3. Setzen wir den halben Äquatordurchmesser =af 

die halbe Umdrehungsaxe =b; 

so ist die allgemeine Gleichung für einen Punkt auf dem £rdmeridian: 

a'^y^ + b^x^ssa'bS 
Wenn wir y und x als rechtwinkliche Coordinaten betrachten, deren Anfangspunkt die Mitte 
des Meridians; und die Axe der x durch den Äquatordurchmesser, die der y durch die Um- 
drehungsaxe ziehen. 

4. Aus der Gleichung 3. folgt fiir zwei Punkte, (x, y); (x', y ) 

a^(y'» — y') + b^(x ^ — x*) = 0. 

Wird durdi diese zwei Punkte in der Ellipse eiiie gerade Linie gezogen, so ist de- 
ren Gleiehung 

y' — y=y(x'— x); 

y eine Constante, so lange die beiden Punkte dieselben. Aus beiden Gleichungen folgt, wenn 
die beiden Punkte ab zusananenfallend, die sehneidende gerade « als eine berührende, gesutfat 

Digitized by VjOÖQIC 



. 16 

Vx 

für jeden gegebenen Berührungspunkt (x, j). 

Hieraus aber folgt, für den Winkel L, den eine durch den Berührungspunkt auf die 
Ellipse normal gezogne Linie mit dem Äquatordurchmesaer macht: 

Hiebei ist zu bemerken, daEs dieser Winkel L für jeden Ort auf der £rde dureh astro- 
nomische Hülfsmittel gefunden werden kann, daher immer als gegeben zu betrachten ist. 
Er heilst die geographische Breite, oder auch die Polhöhe des Ortes (z, y) und ist wie wir 
bald sehen werden, das wichtigste Element der Geodäsie. 

5. Aus der Gleichung CJa tgh in i folgt: 

a) ••••»— |/(i_^2^,„L,) 
wenn wir ^ — , das Quadrat der Excentricität des Meridians, dividirt durch das des Äqua- 
torhalbmessers, setzen = £^ . 

- . a(l — s^) sinli 

^) -- 7- 1/(1— aUinh^)'' 

^ ■■ ist der zwischen die Normal und die Ordinate y fallende Abschnitt des Äquatorhalbmes- 
sers. Nennen wir ihn: v, so ist 

V a(l — s^)cos'L 

^* • • • • ^—\/{i—B^smL^)' 
Aho der Abschnitt zwischen der Normal und dem Anfangspunkt der Coordinaten: 

-. ac* c osh 

d) .... X — V—yj^^^-^r^. 

Es ist femer l/(x*+v*) die Länge der Normal zwischen der Curve und dem Äquatorhalb, 
messer. Nennen wir sie n, so ist: 

e; .... n — p^j--^7^j^j— . 

=- ist die Länge der Normal, vom Äquatorhalbmessir bis zur Umdrehungsaxe. Diese also, 

m genannt, ist: 

^ ac* 

Aus e) und f) ergiebt sich die ganze Länge der Normal von der Cun^e bis zur Umdrehungsaxe, 

ntgli ist die Länge der den Punkt (x, y) berührenden von diesem Punkte bis zum verlän- 
gerten Äquatordurchmesser. Nennen wir sie: t, so ist: C^ nr%(i](> 
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l/(x'-}-y*) Ut die LSnge des m dem Punkte fx, y) gehörenden Erdradiiis. Nennen wir ihn 

r, so ist: 

_ at/(l — (2^"— «*).n/?L') 

}' ' K(l— 6*«nL») • 

Nennen wir L' den Winkel, welchen der £rdradius des Ortes (x, y) mit dem Afua- 

tordnrchmesser macht, so ist f^L' =— , also 

k).... tgU={i—t^)tgIj. 
Der ^yinkel L-~-L' ist der, welchen die Normal in dem Punkte (z, y) mit dem £rd. 
raduis macht Für ihn findet sic|i 

Dies sind die vornehmsten in der Geodäsie in Betracht kommenden Functionen der geo- 
graphischen Breite eines Ortes. 

6. Ein Hauptelement aller geodätischen Rechnungen ist der Krümmungshalbmesser 
eines gegebenen Punktes auf der Oberfläche der Erde. Es ist derjenige Ereishalbmesser, mit 
welchem ein Kreisbogen^ gezogen durch den gegebenen Punkt, mit zwei unendlich nahen Punk« 
ten der Kurve auf beiden Seiten des gegebenen zusammen fallt 

Nennen wir: ^ den erwähnten Halbmesser eines durch den Punkt (x, y) zu beschrei- 
benden Kreises. Die Coordinaten des Mittelpunktes dieses Letzteren: a parallel den x; jS pa- 
rallel den y. Die Gleichung für den mit ihm beschrieb^ien Kreis ist hiemach 

Für zwei unendlich nahe Punkte (x, y) können wir ^, o^ p, nach der oben gegebenen 
Definition, konstant setzen« Wenn wir also den Punkt (z, y) unendlich wenig varüren, so 

kommt: 

o=(x— a)dx + (y— ß)dy 
und daraus, durch wiederholtes Differenziiren, 

o = dx»+dy»+ö'— ß)d*y. 
Diese drei Gleichungen geben: 

dx^ 

Da in diesem Falle die rechtwinklichen Coordinaten: x, y, der Gleichung angeboren 

a*y»+b»x*=a«b*; 

so sind die endlichen Werthe der Ausdrücke T^ J; Cja) ^^1^^^^ ^ entnehmen. Werden 
sie dann in obigem Ausdruck für ^ in der ersteren Stelle gesetzt, so ergiebt >i<^h> j 
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Werden nun noch y und z, mit Hülfe der in 4. gegebenen: Elementargleichnngen, als 
Funktionen der geographisehen Breite ausgedrückt, so erhalten wir den positiven Werth von ^; 

a(i-e') 

Es ist hier offenbar ausschlielsUch die Rede gewesen von dem Krümmungshalbmesser 
eines Meridianbogens. Einen allgemeineren Begriff euies solchen erhalten wir, wenn wir das 
Erdsphäroid durch die Normale des Punktes (x, y) mit einer irgendwie gelegten Ebene schnei- 
den und uns den Krümmungshalbmesser irgend eines dadurch auf der Erd> Oberfläche erhal- 
tenen Schnittbogens vorstellen. 

Die Betrachtung und nähere Bestimmung eines solchen bleibt für das folgende vor- 
behalten. 

Wir wollen aber zuerst einige Rechnungen geben, welche die gegebene Theorie er- 
läutern, ihre Anwendung zeigen, und überhaupt für praktische Arbeiten nützlich werden mSgeii. 

7. Berechnung von fog-. (1— «'). Zum Grunde gelegt wird die Bestimmung der v. Miiff- 

liugschen Instruction: 

/o5-.««= 7,8089667. 

Nun ut, wenn wir, der Kürze wegen, setzen c^=u 

log. Xi—e*)^—log. e [«+|-+^+ • • • • ] 
wo e die Basis bezeichnet des natürlichen Logarithmensystems. 
Aus 



%.n= 7,8089667 
folgt u=0,0064412 



daraus auch 



%.u» =5,6179334 
u*=0,0000415 

-^=t>,0000207 

u s=0,0064412 

^=0,0000207 

j=0,0000001 

0,0064620 
log. =7,8108103—10 

log. hg. e =9,6377798 

log. (l—£«)s=— 0,0028093 

= 9,9971907—10 
fo«-.l/(l~e')— 9,9986953—10. 



fo».u» = 3,4269001 
u»= 0,0000003 



j=i 0,0000001 
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8. Abweichung der Normal vom Erdradius, für Berlin. 
Es ist: L-L-= '^'^^ 



l+(t-£«)fg-L* 
nach 6. 1, wo wir, wegen Kleinlieit des Winkels L — L\ den Bogen statt der Tangente setzen; 

und, e^^mL' = u gesetzt, 

~ ^^^i'f -[t~ttJ'"S to Secunden. 
arc 1 "■ 

Daher* 

/o;r.(L-L')=foj.[i^^]+/cy.. [.+^+"^+...] . 

Für BerUn ist L=52» 31' 16" 



%. sin L =9,8995894 

%.«»L»= 9,7991788 

Zog, t« =7,8089 667 

log. u— 7, bOSUbb 

u=0,0040564 



log. u»=5,2162910 
u* =0,0000164 

^'=0,0000082 



u =0,0040564 
J= 0,0000082 



hg. u»=2,8244365 
u»=0,00000006 

y= 0,00000002 



0,0040646 

Zog-. =7,6090178 

log. log. e =9,6377798 

log. flog, e («+f +• • •) j = 7,2467976 

%.e|^u+^+...] =0,0017652 

log. sin 2L =9,9848579 
Zog-. 8« =7,8089667 

log. e Ju+ ^4-. ..1 = 0,0017652 

7,7955898 



%. 2 =0,3010300 

log. arc 1 " =4,6855749 

4,9866049 



log.(L—Jb)= 2,8089849 

L— L'=644" 14 = ltf 44" 14. 

9. Berechnung des Krümmungshalbmesser» ^ des Meridians, l&r BerliiL 

_a(l-£)_ . 

Di|tiäbab}L300gle 
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e'sinL'sxn gewtet, Ist 

log. e . ru+^+...l =0,0017652, nach & 

^log.e [u+^'+-] = 0,0026478 

/o^.(l— 8»)= 9,9971907, nach 7. 

to/{-. a= 6,2287039, nach Cap. I. la 
log. f =6,2285424, in Pr. R. 
^=1692553*5. 

10. BeNchnvng des HalbmeMen des Parallelkreises fOr Berlin. 
Dieser Halbmesser ist gleich dem x 5. a) 

SLCOSll 
X=ss; 



(1— «»«bL")! 
log. coj L=9,7842385 

fo^.(l— 6» *inL»)-i =0,0017652, nach & 

log. (l—e«it»L*)- ^ =0,0008826 
foy. a= 6,2287039 
%.x=6,0138250 in Pr. R. 
x= 1032345» 4 

11. Berechnung des Erdhalbmessers r, für Berlin. 

_ ,_^ X accs Jj . _ tgJl 

Es ist ras — =7; x=7i 5— !-T«Ti> 'Ä'*'==r° — ? 

Daraus: 

_ a]/(l— e').cojL' 
''" (1— «''«)*L'»)J 

al/(l-8') 
(1 — c«co*L'»)i* 
Setzen wir e*co«L'*=u, so ist hiernach: 

%.r = /<,g-.[aK(l-«')]+i%.e[u+|+j'+...]. 

FOr Berlin ist L==52o 31' 16^ 

L— L' = 10 44" 14 nach 8. 

L'=52 20 31 86 



log. cos U =9,7860018 

log. cos L'«= 9,5720036 

feg. e*= 7,8089667 

fcy. u = 7,3809703 

u = 0,0024097 



log. n*— 4,7619406 
n»=0,0000058 



tf 



it 



^=0,0000029 
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u= 0,0024097 



u' 



^=0,0000029 

0,0024126" 
log. =7,3824853 
log. fog.e ==9,6377798 
7,0202651 

log. e j u+^ . . . j =0,0010477 



\log.t> |u+^... j=0,( 



,0005238 



log. a=6,2287039 
% 1/(1 — e»)=s9,9985953 

I log. e i«+f + • • • i =0,0005238 



/og^.r= 6,2278230 
r=1689758R9 



Zur Probe der Rechnung bestimmen wir z aus dem gefundenen r 

x=:rcosJj 
Es ist /o».r= 6,2278230 

/flg. co^ L' =9,7860018 

log. x=6,0l38248 in Pr. R. 
zu vergleichen mit 10. 

12. Mit dem KrOnminngshalbmesser , ^ (9.) berechnen wir den Meridiangrad; nüt dem 

Halbmesser, z, des Parallellcreises, einen Grad des letzteren. £• ist nämlich, wenn wir jenen 

Grad: 6, diesen: P nennen: 

G=^.arc 1* 

P=x.ore l» 
log. f =6,2285424 nach.... 9. 

log. z=6,0138253 nadi 10. 

log. arc 1 0=8,2418776 

fo^.G=4,4704200) . p, « 
fog-.P=4,2557029i "»"•»• 
G=29540"6 > ^ „ ,. 
P=18017»89 i ^ ^'^ 

13. Der Erümmimgshalbmesser (9.) verlängert sich mit nuiehmender Breite L. £s ist 

nützlich die Änderungen desselben, für kleine Zwischenräume, nach den verschiedenen Breiten 

keunen vi lernen. Berechnen wir also die Änderung des Erümmungshalbmesaers fttr Minvten- 

änderungen unter der Breite von Berlin. 

* . a(l — £*) 

Es ist: g=s 7^ ^ ^ » T^a 

lag. ^=log. a(l— €*)— Ifogr. (l— e» sin L«) 

cs3(L--L') arc 1" arc 1' . log. e 
in Seomden, vwg^chen mit 8. (^ r^r^^A^ 
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£s reicht roHkommeii hin, diese kleine Grobe mit 4 Decimalstellen zu berechnen: 

log. 3 =0,4771 
Iog.arci'=A,6S56 
fo^.arcl'= 6,4637 

log. log. e=9,6378 

1,2642 — 10 

. d.fo^.f^0,0n018.(L— LT. 
Für Berlin ist (L— LX = 644" nach 8. 

foff. 644=2,8089 
log. 0,0n01 8=l,2642 — 10 
log. A . log. ^ = 4,0731 — 10 
d.fo^. ^=0,00000 11,84. 
Die Änderung des Logarithmns des Halbmessers der Krümmung ßlr eine Minute, unter der Breite 
von Berlin. 

14. Wir sehen, dafs die Änderungen des Krümmungshalbmessers in gleichem Verhalt- 
nils stehen mit dem Winkel zwischen der Normal und dem Erdradius. Das maiimum dieses 

Winkels: L — L', tritt ein fiir ^L= L/ ^ ^ . Das c* so angenommen, wie es die 

V. Müffliugsche Instmetion bestimmt (7.), findet sich, dies L nahe =: 45^ 5'. Dann wird 

L— L'=^rY77i r,=666" 3 in Secunden 

und wir erhalten durch eine Rechnung wie in f3. die groiste Änderung des Meridian «Krüm- 
mungshalbmessers, für 1 Minute Breitenänderung, 

= 0,00000 12,25, 
Er ändert sich sehr langsam um das maximum, und desto schneller, je weiter von diesem 
entfernt. 

Die Instruction enthält zum Vortheil geodätischer Berechnungen eine eigne Hülfstafel 
der Änderungen der Krümmungshalbmesser, No. YHI; welche sich nach diesen Grundsätzen 
anfertigen läfst. 

15. Bei der geringen Änderung des Halbmessers der Krümmung können wir ihn inner- 
halb der Grenzen eine^ Meridiangrades, welchen wir mit G bezeichnen wollen, sehr nahe als 
constaut ansehen. Dann ist 

G=^ . arc 1^ sehr nahe 

— > 3. . arc 1 . 



Das Binomium: (1 — e^ sinIJ)^'i entwickelt giebt die Reihe: 

'2 '».4 'z.4.0 ^^ 
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Das vierte Glied dieser Reihe erlangt seinen höchsten Werth fOr sinIjs=zU Setsen wir dann 
das e* der Instruction, so wird das Glied =0,00(]|P0006 • , . • MultipUciren wir dieses mit a, 
und nehmen dieses an =6376000 metres, so giebt das Produkt beinahe: 0"4 Bedeutend ge- 
ringer aber ist der Fehler für 6, wenn wir das erwähnte Glied ganz weglassen. 

Wir können hiernach unbedenklich, die Reihe mit dem 3ten Gliede schlielseud setzen 

Verwandeln wir dann die Potems von «in L in den Cosinus eines Vielfachen von L, so er- 
halten wir 

^s=:a(l—c«) [1+A—B CO* 2L-t-Caw 4L] 

._3 , , 3 3.5 

■*•— 4 •* ■T"8*274* 
_ 3 , , 3 3.5 , 

C-i 3_l5 ^ 
^— 8-2.4" • 
Nach der Instruction ist /og-. c«= 7,8089667 

Zog-. «•;= 5,6179334 
Hieraus erhalten wir: 

A= 0,0048601 

log. A=7,6866452; 

B=0,0049476 
log. 8=7,6943946; 

Cs= 0,0000097 
log. 0=4,9878647. 
Ako f = a , 0,9935523 [1,0048601 —0,0049476. co« 2 L-J- 0,0000097. cos 4L]. 

16. Setzen wir nun für a die dem s'' ent^rechende Lauge des Äquatorhalbmessers und 
für L die geo|n'aphische Breite irgend eines Ortes, so giebt ^arci", die Länge des Meri- 
diaugrades aus diesem Orte zur Hälfte sttdlich mr Hälfte nordlich genommen. 

17. Wegen Kleinheit des C ist der Fehler noch geringe, den wir begehen, wenn wir 
in der Reihe fiir ^ auch das dritte Glied: Ccoj4L, weglassen. Dann kommt: 

G=orc. l».a(l— e»)[l+A— B+2Bj/«L»] 
woraus sich zeigt, dals die Änderungen der elliptischen Meridiangrade beinahe in dem Ver- 
hältmsse stehen des Quadrates des Sinus der Breite. 

18. Legen wir in die sehr nahe genaue Reihe für ^ (15.) wiederum die Potenzen der 
Sinus von L, so erhalten wir 

G=ö«;. 1« . a(l— c») [1+A— B+C+ (2B— 8C) sin L»-f 8C */»L*] 
und es Ist: A— B-f-C=:0; 

2B-8C=|e* 

Digitized by VjOOSlC 



24 

daher: 6=-^^ 



(1— £*JI»L»)| 

sehr nahe, wodurch mithin die in 15. gemachte Voraussetzung, den Erümmungshalkmesser in- 
nerhalb der Grenaseu eines Grades als constant ansehen zu dürfen, ilire Bestätigung erlangt 

19. Hieraus nun ergiebt sicli das Mittel, mit hinreichender Genauigkeit aus cwei ge- 
messenen Meridiangraden das e^, und die damit zusammenhängende Abplattiuig des Erdme- 
ridianes zu finden. 

Setzen wir nämlich die Grade G', G, seien gegeben (G^^GX so haben wir: 

a(l— £') ,^ 

Cr =75 — , . V -TXTj. . arc . 1^ 

a(l— £') 
(1 — t^ sinW)i 



und es kommt aus beider Vergleichung: 



m- 



m 



^sinll^—sinU 



Die Grolse heilst die Abplattung des Meridians bezogen auf den Äquatorhalb- 

a' — b* 
messer. Da nun 5— =s*, so ist, wenn wir die Abplattung =a setzen, 

a=l— l/(t— e'). 
Um aber die Länge eines Meridiangrades zu bestimmen ist schon die Voraussetzung 
eines e^ nothwendig. Das Ermitteln eines e^ aus zwei Gradlängen ist daher ein Annäherungs- 
verfahren. 

20. Nehmen wir, statt arc 1^, oder irgend eines andern Bogens, das Difierenzial dL, 
der geogr. Breite L, es uns als einen in Theilen des Halbmessers =:1 ausgedruckten Bogens 
vorstellend, so ist ^ . dL 

ein ganz genauer Ausdruck für das elliptische Augment eines elliptischen Meridianbogens von 
unbestimmter Winkelweite L, die wir von dem Äquator ab zählen, und daher jenes Augment 
von dem Endpunkte jenes Bogens nach Norden hin positiv setzen. 

Unter diesen Annahmen ist f^ . dL 

ein genauer Ausdruck für die Länge des erwähnten Meridianbogens in MaaTstheilen des ^. 

21. Nach 15. ist also 

/f.dL = a(l— £^)[(1+A)L— B./«)j2L.dL+C./co^4LdL] 
=a(l— £"')[(l+A)örc.L— |B,tfw2L4-iCtfw»4L] 
die Länge des Meridianbogens von L=0 bis L=L. ^^ ^ 
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Setzen wir diesen Bogen =8, und erweitem ihn nach Norden hin um den Bogen 
A»i so ist 

s+As = a(4~fi«)[(l+A)arc.(L+AL)— |B«»2(L+AL)+|C«/i4(L+AL)]. 

Daraus kommt für den Bogen, welcher zwischen die Breiten fSUt: L; L-f-ALt 
As=a(l — fi«)[(l+A)flr£r,AL— B5mALco^2(L+f AL)+i«»2-AL-coj4(L+|AL)]. 
Sei L' die Breite der Mitte der Winkelweite dieses Bogens, so ist L=L' — iA^ also 
As=a(l— fi'^) [(1+A)arc. AL— B^mALco*2L'+^Cjw2. aLco^4L']. 

22. Wird das Integral /i^.dL von L=0 bis Ijsz9Q9 genommen, so erhalten wir den 
Meridianquadranten. Dieser: Q gesetzt, so ist 

Q=a(l-s^)(l+A)| 

Setzen wir Q= 10000000 Metrea, so ist 

^ 10000000« 

23. Beschränken wir den Bogen A s auf die Länge eines Meridianbogens von 1^ Win- 
kelweite =2:G, so wird 

G=a(l— £*)[(i+A)örcP — B«»l<>co52L] 

wo wir das dritte Glied der Reihe rechts ohne Fehler weglassen können. L ist hier die geo- 
graphische Breite des Mittelpunktes der Winkelweite von^ G. 

24. Mit dem b^ der Instruction ergiebt sich 

(l-^A)arc 1^=0,0175381147347 

Bjw 1^^=0,0000863474942 .... 
und a(l— c«)=6335407«2. 

Hiemach ist also für jedes gegebne L, das entsprechende 6 leicht in Mitres zu berech- 
nen, und dessen Länge, verglichen mit seiner gemessenen Länge, giebt das Verhältnis des 
Metres zu der, der Messung zum Grunde gelegten, Maalseinheit 

25. Die Länge des Meridianbogens von Düiikirchen bis Barcellona, gemessen von De. 
lambre und Mechain ist in Toisen, fiir die Temperatur 16,25 des hunderttheiligen Thermo- 
meters =551584,27 

Die geographische Breite der Mitte, L, =46^^ AI' ÖS"'; die entsprechende Winkelweite 
=9^6728. 

Die Länge des Meridianbogens von Pahtavara bis Maliern im Schwedischen Lappland, 
gemessen von Suanberg, fikr-die nämliche Temperatur, 

=02760,731; 
L=66« 20^ Itf' 047; Winkelweite 5= 1<'6221. 
Auf Längen von nicht greiserer Winkelweite, als die eben angefahrten, lälst sich eine 
gleichmäCsige Krümmung des Bogens, ohne merklichen Fehler, annehmen. Unter dieser Vor* 
aussetzung erhalten wir 
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dfo Läng« eine» finMhw, fär ^riehen Laie«* 41' 58^, 
_ 551584»27 ,-n«o.>no 

und die Lange de« Gradei, fflr welohen L3s;66o 20' 10" 047. 

Nach den Daten in 19. berechnet, erhalten Mir in Metres 

G =111133-89 
G^x=111481«64, 

Vergleicht man diese in Mktxea berechneteB Langen eines Grades mit den iu Toisen 
gemessenen, so ergiebt sich die Länge eines Metres in Frauzosischeu Linien, (dem 144sten 
Theile des Pariser Fufises): 1«=443'' 2. 

26. Aus den beiden gemessenen Gradlfoigen läfst sich nmi auch, nach der Formel in 
19. das s^ unmittelbar berechnen, wobei aber zu bemerken ist, daüs nach den bisherigen Erfahrun- 
gen jedes Paar Gradlängen ein anderes ^ giebt, so da£s sich mehrere verschiedene e% 
daher auch Abplattungen des Erdmeridians, durch wirkliche Messungen rechtfertigen lassen. 
Auch bt nicht zu übersehen, dafs, wie sich weiterhin zeigen wird, selbst eine gemessene Grad- 
länge sich nicht bestimmen läist, ohne dabei schon irgend eine Abplattung als gegeben voraus- 
zusetzen: daher die Ermittelung einer Abplattung aus zwei oder mehr Gradmessungen offenbar 
nur als ein Annäherungsverfahren erscheint 

Legen wir der Formel in 19. die Data in 25. unter, so erhalten wir: 

-^=1,0029314174 . . . • 
^^*— 1,0019633247 



(I) 



n«L'= 0,9159157 «i»L'»= 0,83890164108 . 

*wL =0,7217535 .... «/»L» =0,52092811476 . 

(^yjiBL'»=0,840640388l4 

<mL» =0,5209281 1476 .... 
rf,y. =0,31961227338 .... 
Also, nach der Fonad in 19l 

"= ai%S : : : -«■'»«'"m^ • • • • 

1— c« =0,993888456 .... 



die Abplattung: 



l/(l~e») =0,996939544 

«=1—1/ (!_£«) =0,003060456 

1 



326, 74 • 
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27. Das Ton 1. bis 26. vprgetragne unfetst dis Thieeria des Erdmeridians in allen 
ihren wesentlichsten Punkten. Wir gehen nun über zur< BetraelHung der Erdoberfläche, nach 
der in 1. aufgestellten Hypothese. 

28. Denken wir uns die Umwälzung einer Ellipse, deren Gleicfaung die obige: 

aV + b'x»Äa«b% 
um ihre kleine Haitptaxe als vollendet Entwerfen wir In ihre Ebene eine kleinere ihr ähn- 
liche Ellipse um denselben Mittelpunkt, deren Hauptaxen also mit denen der gro&eren erzeu- 
genden zusammenfallen, errichten auf jedem Punkte des Umfanges dieser kleineren ein Perpen- 
dikel =z auf der Ebene, so werden, wenn die Endpu^ikte dieser Perpendikel in die durch die 
Umwälzung entstandne Oberfläche (Sphäroid) fallen, dieselben in ihrer Gesammtheit eine Ellipse 
bilden, deren Hauptaxen: 

die grolsere, der a parallele, =l/(a* — z^) 

die kleinere, der b parallele, = — !/(«'' — **). 

a 

Geben wir nun dem z alle möglichen Wertlie, von z=0 bis z=-f"Ä imd von z=0 
bis z=: — a, so erhalten wir eben so viel, der erzeugenden ähnliche, Ellipsen, die in ihrer Con- 
tinuität die Oberfläche, des Sphäroid selbst, darstellen. 

Die allgemeine Gleichung für jene Ellipsen aber ist 

aV+b'3t==l>Ma*— z») 
Alles dieses ergiebt sich aus den gemachten Voraussetzungen unmittelbar. 

Folglich ist die Gleichung eines durch Umwälzung der Ellipse (x, y) um ihre Ideinere 
Hauptaxe entstandenen Sphäroids, 

=a^y*+b*(x*+z*)=a^b^ 
Hieraus lälst sich bilden: 

die Gleichung: aV+'>'z'*=b''(a''— x*) 
welche auf die Cfleichung: ay^-f^bVssÄ^b^, 

und die Gleichung: b=(x*+z')=a*(b*— y'^) 
welche auf die Gleichung: x^-j'^^^^a^) 
ganz in derselben Beziehung steht, als die zuerst aufgestellte auf die Gleichung der erzeugen- 
den. Wobei nur von dieser zu bemerken ist, dats sie die eines Kreises ist, wie es nicht 
anders sein kann, da alle auf der Umdrehungsaxe senkrechte Ebenen, auf der Oberfläche des 
Sphäroids Kreise zum Durchschnitt haben müssen. 

29. Scluieide das Sphäroid eine gegen die angenomne Ebene der xy um den Winkel 
u> geneigte. Ebene. Ihr Durehsohnitt mit der S2bene der xy mache mit der Axe der x, den 
Wiikel L. Diese Durcliscbnittslinie sei die Axe der 4. für den auf der Erdobei-fiäche durch 
jene Ebene geinaehten Sebnitt. Auf der Ax^ der 4 stehe senkrecht die Axe der ti in der 
schneidenden Ebene, und der Anfang bei der Coordinaten falle in den Durchschnitts- Punkt der 
Axen-der 4 und der x dessen Entfernung i^om Bfittelpunkt ssf sei, so erhalten wir fiir den 
Durchschnitt der schneidenden Ebene* mit der Oberfläche des Sphäroid^: 
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jzzzsinlt . ^ — coso» • coslt . n 

Daraus aber für die Oberfläche des Sphäroids, nach 28. wenn wir Mos a und b als 

Constante betrachten: 

(a«jmL*+b*^jL«)4*+[a»co^co«co^L*+b^(coj<o«jj/iL*+w/cö^^ 

— 2cotf<o^mLcojL(a*— b*)ij . 4+2b*fco^L • 4+2b*fco^co«/iL . tj 

=b*(a*— P) 

a« b' 

Setisen wir in dieser Gleichung ß* statt - — j— , so wird sie: 

(1 — £*cojL*)4*+(1 — B^-\-e^cos<o^cosL^)n^ — 2e^cos<osinLcosL . rii 
+ 2(1 — e«) {lcosL.i-{'COSiosinIj.iri] 
= (1 — e*)(a'— r) 
' 30. Schreiben wir die in 29. erhaltene Gleichung^ der Kürze wegen: 
A4*+BTi«-2C.4^ + D4 + Et, = F, 
und leiten daraus her den Krünunungshalbmesser des durch sie dargestellten elliptischen Schnitts, 
nach der Formel: 

^ ZE i>»a«*6. 

Durch DifferenzUrung erhalten wir aus ihr: 

2 A4d4 + 2Btid»j — 2 C»id4 — 2 C^d»i + Dd4 + Edij = 0, 
2 A4d»4 + 2 Ad4* + 2Bdti* — 4Cd4dti — 2Cijd*4+ Dd'ti = 
daraus 

^. (2A<- 2C+D)+ (^)'.SA+(|)c+SB=a 

Da aber die ganz allgemeine Darstellung des Krümmungshalbmessers auf diesem Wege 
einen sehr zusammengesetzten, für die Anwendung wenig geeigneten Ausdruclc giebt, S9 be- 
schränken wir uns auf einen bestimmten FalL 

Wir setzen nämlich voraus, da(s die Axe der 4 eine solche Lage hat, dab sie, auf 
der positiven Seite, auf der Curve (da wo diese die Ellipse, x, y, schneidet), normal stehe, so 

ist, für diesen Punkt, — =0. 

Dann aber ist die Axe der f] parallel einer geraden, welche in dem Durdischnittspunlct 

der Aze der ^ und der Curve diese berührt; folglich sind alle f] der Curve auf der positiven 

und negativen Seite einander gleich. Hieraus aber folgt aus der oben aufgestellten Gleithung 

der Curve die Bedingung 

— 2C4+E«0 

wodurch 4 den bestimmten Werdi erlangt: ^ 1 
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^ 2C* 
Nun verwandelt sich obige Differenzialgleichung zweiter Ordnung, gesetzt \^J = 0, in 

^(2A4 — 2Cn + D) + 2B = 

Setzen wir in diese den oben bestimmten Werth von ^, und i)sO, wodurch wir sie 
auf d^ Endpunict der Axe der 4 als Normale der Curve besohränl^en, ao icommt: 

d»4 2B 



Woraus, sofort: 






# + D 



f=- 



2B 

In diesem Ausdruck ist 

A=l — e^cosU; E=2(l — e«) (sinhcosm', C=st^sin'Lcos'Lcosi>>; 

AE 2(l-s^)f 
"C"*"^ e^cosL • 

Es ist aber f=sAL=-j _-__i . . • . 4,a» 

i^u -AE,^ 2a(l— £^) . 

C * (1 — s^smUy 

Hieraus folgt 

C ^^ _ . a(l— c») 
?~ 2B ~"** (1— fi* ^mL'^)« [1 — fi'+fi^cojL'«^^ 0)«] 

wo wir, wegen der Zweideutigkeit des Vorzeichens des Nenners -j* statt — setzen dürfen. 

L ist hier die geographische Breite des Ortes, durch welchen wir die Normal gezogen 
annehmen; a>, als spitzer Wintel das Azimuth dar durch den Ort gelegten Cunre. Setzen wir 
ihn ssO, so erhalten wir 

den vorhin schon gefundenen Krfimmungshalbmesser des Meridians. Setsen wir osSO', so wird 
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der Krümmungshalbmesser eines auf dem Meridian senkrecht stehenden Schnitts. Und es ffillt 
in die Augen, da£s er unter allen für einen gegebenen Punkt des Sphäroids su ziehen mdg- 
liehen Halbmessern der Krümmung der grüDste, mithin der ihm entsprechende Bogen der flachste 
ist Auch ist er, wie die Formel 5.g darthut, dieselbe Linie, welche normal auf dem gp-^ 
gebeuen Punkt vom Meridian und von der Umdrehungsaxe hegrenset wird. 

Übrigens leuchtet aus der Herleitung von selbst ein, daüt die in den Meridian eines 
Orts fallende Normale nicht blos auf dem Meridian, sondern auf der Oberflache selbst des Sphä- 
roids senkrecht stellt, und alle f&r denselben Punkt möglichen Krümmungshalbmesser in die- 
selbe Linie fallen. 

31. Für Berlin ergiebt sich ganz leicht aus der Rechnung in 9, für diesen grolsten 
Krümmungshalbmesser 

fog-.^ = 6,2295863 
für den Kleinsten haben wir in 9. 

fo^.^ = 6,2285424. 

Da dieser Unterschied noch nicht ^^ des Ganzen beträgt, so wird es für kleine Bo- 
gen nicht erfodcrllch jedesmal den genauen Werth von ^ zu berechnen, welches oft sehr schwie- 
rig werden kann, sondeiii hinreichen, aus dem Grolsten und Kleinsten für einen gegeben Azi- 
muthwinkel a), nach YerhältniJs desselben den betreffenden Werth au bestimmen. 

Daher auch die Instruction unter ihren Hülfstafeln, aulser einer für die Meridianhalb- 
messer, nur noch eine für die Halbmesser der darauf senkrechten Bogen hat, welche also nach 
obiger Formel berechnet werden kann« 

Was endlich die Veränderung des grolsten Krümmungshalbmessers, so weit sie von 
den Änderungen der Breite abhängt betrifft, so zeigt eine geringe Aufmerksamkeit auf das ge- 
sagte und auf die in 13. gegebene Rechnung, dalSi die Änderungen des grSfsten jederzeit ein 
Drittel sind der Änderungen des kleinsten. 

32. £s ist nun noch der Berechnung von Erdzonen und einer ganzen Hemlq^äre zu 
erwähnen. 

Sei für die Breite L, der kleinste Krümmungshalbmesser =^, der grofste =:^, so ist 
das Differenzial einer Zone 

2it^ . ^ cosLt, dL 

(1 — t^sinJJf 
=2^a^(l— e^) lA.sinJj-^-^s^sinU . d. «/tL-f-3c*5mL*.d.5i»L+. . . .] 
Das Integral hievon, von L=0 bis L=L, eine zwischen dem Äquator und dem Pa- 
rallelkreise der Breite L begt*enzten Zone, ist offenbar 

wonach denn leicht jede zwischen zwei Parallelkreise fallende Zone zu bestimmen ist 
Die Hemisphäre giebt diese Gleichung für L=90^, 
=2:ta^(l-e^)[l+|e«+|^+....3. 
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Cap. m. 

Geodätische Ortsbestimmungen. 



1. Ein System von Signalpunkten auf der Oberflache der Erde bildet ein geodätisches 
Dreiecknetz. Obgleich sich, wegen der sphäroidischen Gestalt der Oberfläche zwischen zwei 
Signalpunkten eine auf ihr vertikale Ebene in wissenschaftlichem Sinn nicht legen lälst, so 
wird dies doch auf so kurze Entfernungen, als die zweier Signalpunkte von einander, nahe bei 
moglieh sein. Verlegen wir nun die Signalpunkte in einerlei Horizontal -Oberfläclie und, durch 
je zwei derselben, Vertikalebenen, so werden die Durchschnitte der letzteren mit jener krunun- 
linigte Dreiecke bilden. Es ist aber leicht einzusehen^ dafs in denselben Fallen, wo wir sphä- 
rische Dreiecke, nach Anleitung des ersten Capitels als geradlinigte bebandeln dürfen, um so 
mehr die erwälmten krummlinigten Dreiecke für sphärische genommeii werden können. 

Die Sehelinien von einem Signalpunkte zum andern, in der horizontalen Erdoberfläche 
bilden die sphärischen Winkel jener Dreiecke. 

Ist also in einem geodätischen Dreieeknetz eine der Seiten (die Basis) gemessen; sind 
alle Winkel der Dreiecke beobachtet, so läist sich leicht, nach Regeln der sphärischai Tri- 
gonometrie jede Seite des Dreiecks berechnen. Daher ein solches Netz immer als durchaus 
bestimmt zu betrachten ist 

2. Wenn nun noch überdies ifir Irgend einen Signalpunkt des Dreiecknetzes, dessen 
geographische Breite, Lange und das Azimuth des von ihm nach einem zweiten Signalpunkt 
auf die angegebne Weise gezognen horizontalen Bogeus astronomisch bestimmt worden sind, 
so läfst sich daraus Breite, Länge und Azimuth Air jeden andern Signalpunkf , des Netzes durch 
Berechnung finden. Dies aber ist es, was wir mit dem Namen einer geodätischen Ortsbe^ 
Stimmung bezeichnen. 

Aus der geodätischen Breitenbestinunung zweier Signalpunkte des Netzes ergiebt sich 
wiederum ihr Parallelenunterschied, und aus der Summirung dieser Parallelenimtersefaiede die 
Länge des Meridianbogens zwischen den äuCsersten nach Norden und Süden fallenden Punkten. 

Wir wollen also nun zeigen, wie die Orte der Punkte eines geodätischen Dreieck- 
netzes sich auf dem Grunde der in Cap. EL vorangeschicfcten Theorie der sphäroidischen Ge- 
stalt der Erde bestimmen lassenf C^ r^r^r^]r> 
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3. |i Sei AB die Seite eines geodätischen Dreiecks, gemessen, 

^ AB = A 

Die Breite des Punktes B sei durch Beobachtung gefunden, 

=:L 
Angenommen A liege nördlicher als B, und seine geograpliische 
Breite sei s=:L'. 

Ferner sei Pur den Punkt B das Azimuth der Seite BA ge- 
geben, mithin auch der Winkel dieser Seite mit dem Meridian durch 
B, den wir als einen spitzen zum Grunde legen wollen. 
Sei C der Nordpol der Erde, und CB, CA, Erdmeridiane durch B und A. Also ge- 
geben : Z. CB A = cp. 

Aufgabe: 
Aus A) li und <p soll l! gefunden werden. 

Aufl ösung: 
Falle CO in die Umdrehungsaxe ; BM sei eine Normale auf B, mithin der grolste Krüm- 
mungshalbmesser mr B. Wir verbinden A3I, beschreiben mit BM die Kreisbogen: BC in der 
Meridianebene das B; CA' in der Meridianebene das A; A'B in der Ebene des Bogens AB^ 
und diesem nahe gleich (1. 11). 

Weil BM, als Normale des Sphäroids, sowohl auf dem elliptischen Bogen BC als auf 
dem BA senkrecht steht, ebenso auf BC und BA', als deren Radius, so ist der sphärische 
Winkel CBA' dem sphäroidischen CBA gleicht mithin: 

Z,CBA'=9; 
Die Länge A lälst sich in einen dem Halbmesser BM entsprechenden Bogen: 6, ver- 
wandeln, wenn wir setzen: 

Der dem sphärischen Bogen CB entsprechende Winkel ist offenbar 

= 900 — L. 
C^A' läfct sich durch sphärische Trigonometrie berechnen, aus: Ä, 9; 90° — L. Da- 
durch also ist gefunden: Z.C]\IA. 

Es ist aber, wenn wir AO ziehen, normal auf A und die Umdrehungsaxe in O tref. 
fand, und den kleinen Winkel MAO mit t)> bezeichnen, 
Z.COA=90*'— L' = CA'— tj; 

L'=90o— CA'+iJ>. 
Und da t|/ in dem geradlinigten Dreieck liegt MAO, so ist 

MO : yi> = AO : sin CA', oder, annäherungsweise, 
m}:yl> = BM: sin Ca! 
7l> = MO:sinCA' 
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Hierin ist CAI diunoh das sphärische Dreieck, BM d^rch I4,. gegeben wd MO k^nn 
annäherungsweise bestimmt werden: ij^ wird daher so nahe man will gefm^den, und aus diesem 
und dem CA! erhalten wir mit L' die Auflösung. 

Formeln cur Berechnung. 

1. Es ist: 

Nach Cap. ü. 4. g. ist nämlich: BM= .._^^^. U) i~^ O + o ^^^''^^O ^^'^"* 

sich diese Formel sogleich ergiebt 

2. Es ist: 

cosCfX=smhcos6'^cos'Lsmöcosqi^ liach spliar. Trigou. 

s=zsmIj[cosS'\'COtJj sinS cos^^} 
also gesetzt: co/L.co^9=set>/u<, so ist 

cos Ca! = -. — sin (u+6). 

Es kommt alles darauf an, hieraus CA! sehr scharf zu berechnen. 

3. Die Länge der Normalen von B, A, vom Äquatorhalbmesser bis zur Umdrehungsaxe, ist 



a£* 



.==afi«[l4-fi*«»L*] für B; =ae«[l+e««/»L'*] für A. 



(1— £» sinU) 
Daher ist DO =afi* sinH [1 +«*«ViL'«] 

DM=ias''siuL [i+^'^sinV^^ wemk D der Mittelpunkt des S^häroids: 
mithin ist: DO— DM=OM=a£*[tfw»L'— jwL] 

wenn wir die Grolsen von der Ordnung e^ u. s. w. bei Seite setzen. 

Der vorhin gegebene Ausdrude fOr il^, verwandelt sieh also, diesen Werth von OM 
dort untergelegt, in 

i|,=£« [siriL'—sinL] sind AI. 

Sei nun L'=:L4*AL, wo AL, (Ur zwei einander zunächst liegende Signalpunirte, 
jederzeit Idein genug sein wird, dab wir, ohne meiklichen Felder in t|i werden setzen dürfen 

sinll ^sisinlt^ I^JjcosIji so kommt: 
i}>=£* . A li . cosIa . sinCA! 

wodurch wir t|> in derselben Einheit, wie aL erlialten. 
Daraus ergiebt sich denn 

4. L'=90^— CA+fi*cojL.«»CA'. AL. 

Diese Formel lälst sich nur aimäherungsweise bereclmen. Wir setzen nämlich zuerst 
L'sSO^ — CAS woraus wir ein angenähertes aL erhalten, u. s. w. fort; wodurch, wenn 
nur Ca! genau ist, auch L' so genau erhalten wird, als nmn wilL 

In zwei besonderen Fällen wird die f^ormel sofort genau, oline Annäherung, wenn 
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nflmlieh ^trsOi die» bt ei, wenn der Punkt A mit dem B miter einedei Meridiane liegt. 
bt dann A tidrdUch von B^ ao iat 

C'A'=90«— L— Ä 
daher L'=L+ö+£'co^Lcö5(L+Ä) . S; 

auf älinliche Weise ist, wenn A südlich liegt von B, 

U=^Tj—S~£^cosIjcos(L—S)S. 
Steht BA senkrecht in B auf dem Meridian, so wird co^9=0 

cas.CfA!=^sm'LcosS. 

Berechnung. 

Das Beispiel dazu nehme ich aus der von Mttfflingschen Instruction. Es ist dort 
das Dreieck: Nordpol, Sternwarte Seeberg, Sternwarte Manheim, berechnet Wir entlehnen 
daraus die Data, verlassen aber die dort angewendete Berechnungsmethode, deren Eridärong 
aus den vorhin aufgestellten Principien der mündlichen Belehrung vorbehalten bleiben Icann, und 
gehen den hier vorgeschriebenen Gang, weil er directer zum Ziele fuhrt 

B. sei der Ort der Sternwarte von Manheim. 
L ihre geographische Breite, =49<> 29^ 12" 93. 
• cpsei =44« 18^ 2" 10 
hg. sin A =4,78265889, in Pr. Ruthen. 

1. Wir verwaiideln sin A itt orc. A 9 nach I. 20. 2. 

foy.«»A== 4,78265. 

/oj'.M =4,47020, entnommen aus der Hüllstafel der In- 
atruciion, ^der bereeluiet nach der Formel M=f • arci^.... IL 9. 

^'^-0,31245 




=0,62490 

zu addiren 5,34321 nach I. 20. 2. 

• 5,96811 

'^«'' (7^)=^'^<^2921 

log, sin A =4,78265889 
log. A ^4,78275181 
fey.a = 6,2287039 in Pr. R., nach der Instruction 

fo^.~=8^047a 

A » ... 

2. Elliptische Correction des gefundenen ^^ 4., Ii. Verwandelung in ö. 
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fo^.e« = 7,80896 .;.. 

h>g. sin L* ^a,76186 . 

7,57082 

fo/f.A~ 8,55405 
* 6,12487 

nia» = 0,0(K) 13331 
^ ^ . e' an I.*.=0;00(M)666~5t «Uip<J8che Correction, 

.^ = 0,035813 



a 



I > 



fi=!0,035746 
/og««=8,56d2274 • • - • 
log. arc 1" =4,6855749 _ 
. :. 3,8676525 in Seomdeoi 

5=7373" 1 = 2» 2' 53" 1. 

3. Berechnuitg dt» Hülftwinkels n fax cos CA'. 

' fog-.<?<M<P^ 9,8547223 ' 

/gg. <»<L= » 9,9316988 

/«g-, CO« «1=9,7864211 
u= 58» 33^ 9^' 9 
' ■ . %.Änu = 9,9310104. 

4. Berechnmig des Winkels: CA. 

u=58»33:9f;8 . ' 

: . .. a = 2 2 53 5 . 

n4-d = 60 36 3,4 
fojT. *» (u+«) = 9,9401«!?^ 
. Zog. dffX as 9,8809607 . 

9,82^0895; . • 

. . /<Mrt<H» u== 9,931010^. 
%. CO* CA' = 9,8900791 
CA' = 39» 4' 35';. . 

5. l^teehnong der Breite JJ. ' ' 

a) angenähert ist L' = 90»— 39» -Jf fCffl , 

= 60« 55' 51*93 
1,= 49 29 12, 93 

AL= lt.2tf'>*6=5199'' ' :/ 

fog:.AL = 3,715^ In' Secunden. , • '^ ■ 
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b) zur Correction des angenäherten II 

fog-, £« = 7,80896 
fo^. «71 CA' =9,79949 
tog.co^ L = 9,81266 
7,42111 
Zog. A L =3,71592 
/oy,i};= 1,13703 
Correcüon =+13" 71. 
e) angenähert: L'=50^ 55' 51" 93 

Correction = . 13 71 

L'=50» 56' 5" 64. 
Die Instruction findet durch eine doppelte Berechnung 

L' =50<> 56' 5" 3a 
Übrigens fallt in die Augen, dab eine 2;weite Annäherung keine Secunde ändern würde. 

4. X ^\. Sei wiederum C der Nordpol; CM die Umdrehungsase; B'A, 

die geodätische Linie =^; B'CfA', das mit B^ beschriebene 
sphärische Dreiedc; L' Z.L; alles übrige, wie in der Figur 3. 

Mit der Sehne B'A beschreiben wir die Kreisbogen: B'A 
in der Ebene B'MA; B'C in der Ebene B'OA; CA in der Me. 
ridianebene des A. Das dadurch entstehende sphärische Drei» 
eck BAC haben wir besonders abgebildet, und dessen Seiten 
mit a, b, c, bezeichnet 

Aufgabe* 

Aus L; 9 und £, das sphäroi(L Adnmth bei A und den Längenunterschied: A, der 

Punkte: B' und A at finden. " ' 

Auflosung. 

1. In dem sphärischen Dreiecke C'ÜAl ist gegeben: L; iS; cp. Daraus findet sich, nach 
L 8, der Winkel Qf und der Winkel A'. Cf aber ist=C, in CB'A, weil CM sowohl in 
C auf der Erdoberfläche, als auf den Bog« <fB^, CA'^ senkrecht atefat Es ist aber CsA^ mit- 
liin X olme weiteres gefunden. 

2. In dem sphärischen Dreiecke B'AC ist, vermöge der Construction: ACastjisxb; 
B'C=90° — -1 £=a. Der Winkel CAB^, in dem sphäroidischen Dreieck, ist, wenn wir das gesuchte 
Azimuth mit A' bezeichnen = 180^ — A'* Dies aber ist der Ebenenwinkel der Ebenen B^AO und der 
Meridianebene von A» Weil aber die. 3qgen- B^C, CA, in diesen Ebenen senkrecht auf beider 
Durchschnitt stehen, so ist auch der Winkel 180^ — B'CA gleich jenem Ebenenwinkel; mithin, 
in dem Dreiecke BAC, C^A'. Es steht aheir der beahchreibende Radius AA senkrecht, so» 
wohl auf Ca' mid B^A', als auf BÄ und Qa), jtol^ch is( der Winkel A in dem Dreieck BAC 
gleich dem A' in dem C'A'Bf, d* h. gleich, dem sphärischen Aiimuthe des S heL^^ 
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In dem gegebenen sphärischen Dreiecke BAC ist sowohl das sphäroidiffolie Asimuth 
^A'=C, als das sphärische ssA enthalten; mithin wird dwrch dessm Auflösung dieses aus 

jenem gefunden. 

Formeln zur Berechnung. 

1. Die Formeln cur Bestimmung von .A und X sind 1. 8 gegeben. 

2. Es ist: b=^; Ji/ihrs-ip; cosh^sii — |t|;«; 

cos^^cos b cos c -f^ sin h sin c cosA 
=:(! — ^'^^)cosc'-{'^sinccosA 
cosc=cossLCOsh'\^sinaLs{nhcosC 
Daraus cossL={i—l'4>^YcossL+^casC-^'4>Sine.cosA 

. " ssicosa, — i|)'co^ a+i|;[co*C4-«»Cco^A] 

0= — 'i\)COS£i'\*cosC'\*^inC€OtA 

^ — '^sinA+siniC+A). . 

Setzen wir: A = 180°— a^, also: C+A=:18(y>-H(C— /ii) so ist C sehr nahe =:/ii; 



shiA . -^= — sin{C—^i) 



«in A .ii>.8 



Daraus: 



Es ist also 



C=A'=180«— A- 



sinA.yi>. ö 



3 • 



die sph&roidi$olie Ooxection des atphäiiichen A 



Berechnung. 
Die data entnehmen vtit aus der voi^gesa Nummer und setien daher in den Formeln L 8. 

p=:L=49» 29^ 12" 93 
a=Ä= 2 2 53, 5 
ClBrA=9=44 18 2, 10 



Daraus: 



^:p=23»43r 9^71 

^=:5*r26 46 8,-21 

45»+^=^s=21 16 50,29 



45» 



a+P_ 



19 13 56,70 



hg. f^|as 9,6096803. 
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Dttift: ■ • 

fo^.<^|(a— A)=9,6039503; |(a— X)a= 21 53 15, 14 

. *=: « 16 11, 25 
Die Instruction Iiereehnet >.e=; g 16 11, 19 

a= Asr 46 2 41, 63 
Das sphärisclie Admuth sslSO"— A = 133 57 18, 37. 

Femer sur Berechntmg der Correfltionr 

fo^. *m A ^= 9,85725 

%.t|>=: 1,1 3703 in Selranden 
%. ^ =8,55323 i n Thcilen des radtas =1 
• - 9,54751 

correct e%t &(/' 3528 ss tf! 1764 
2 
A'=:133» Sr 18^' 37 
— (f' 176 

= 133 57 18" 19 
Die Instruction hat 133 57 18, 26. 

5. Den ParaUdemmtersdiied weier Punkte A, B, cles Dr«leclaietzes ni berechnen. 

Auflösung. 
Aus den Breiten: L', L ergiebt sich deren Unterschied und eugleich der Erfimmungs- 
halbmesaer =:^, der Mitte dieses Unterschiedes. Dieser nun mit f mnltiplicirt giebt den ge. 
federten Parallelenunterschied in der MaaCseinheit des ^. 

Berechnung. 
In dem vorliegenden Falle ist 

L' = 50<' 56' 5" 68' 
L =49 29 12 93 
L'— L= 1 26 52,75 = 5212" 75 
%.(L'—L) = 3,7170627 
Zog-, arcl" =4,6855749' 

log. g =6,2283801 ;«>ach dar HOl&tafel Vm der Instruction 
4,6310177 
Der ParaUeleountersohiäd s= 427ö6"029.bi Pr. Eutbftt. 
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Cap. IV. 

Theorie der kürzestien Lioie im Allgemeinen und in besonderer Hin- 
sicht der Ortsentfernungen auf der Erdoberfläche. 



1. Sei y=f(x), so erhalten wir daraus nach den Regefai der Differenzialrechnung: 

dy=[f(x+dx)-lx] 

und -^ ist dann eine Function ^on x, welche aus der gegebenen Gleichung: y=f(x) sich 
dx 

entwickelt 

Nehmen wir nun an, 5y und 6x, seien, eben wie dy und dx Difierenziale von y und 

Sv 
x; was aber das Yerhältnils -j- betrifft, so sei es von der Gleichung yssf(x) unabhängig, an 

irgend eine auDserhalb derselben liegande Bedingung geknüpft 

Setzen wir nun 

fiy=[f(x+öx)— &]: 

so ist diese Gleichung an sich selbst ganz unbestimmt Wir können aber, sie mit andern von 
> gleicher Natur susammenstellend die unbestimmten GröjEsen: 6y, 6x, eUminiren, und so Bestim* 
mungen für y; f(x); erlangen, welche den gegebenen Gleichungen Genüge leisten. 

Übrigens ist die Bildung dieser Grofsen, da sie wirldiche Differenziale, wie dy, dx, 
sein sollen, nur von anderer Art, ganz den Regeln des Differenzürens unterworfen; mit 
dem Unterschiede, da£s S statt d gesetzet wird Man bezeiclmet daher auch das Differenziiren 
nach 6 mit einem eignen Worte: Tarüren. 
% Hiemach bekommen wir: 

d,Äy=[f(x+dx)+Äx+dÄx— f(x+dx)] 

-f(x+&)+f(x). 

«•dys=:[f(x+«x)+dx+Ädx— f(x+&)] 

~f(x+dx)+f(x). 

Da wir nun dx jederzeit, bei den weiter fortgesetzten Pifferenzürungen als constant 

betrachten können, so ist dies aus demselben Grunde auch bei Sx zulässig. Dann aber ist 6dx 

und d6x, =:0. Und es folgt so^ aus den beiden Gleichmigen: 

6.dy=d,Äy. 

3. Sei gegeben die Gleichung 

u=f(x, y, z)=0. 
Sie giebt: 
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Käme nun eine sweite und eine dritte Gleieliung zwischen Sjl, jy, 6t hinro, fo würden 
dadurch für die Coefficienten f-j-) u. s. w. Bedingungsgleichungen entstehen; oder es würde 



auch obiger Gleichung genügt, wenn gesetzt: [^^ (^)i {j^J^ =0- 

4. Ziehen wir zwischen zwei Punkten im Räume, deren rechtwinkliche Coordinaten: 
(x^ y, z); (x', y, z) eine Verbindungslinie: s von irgend welcher Natur, und es sei 

s=f(x, y, z) 
so ist jeden Falles, ds«=dx«+dy*+dz^ 

Daraus kommt durch Variiren 

ds«+6.ds»=ds*-f*(dx«+dy«+dz^) 
ds aber ist ein Dififerenzialelement der Linie s. Soll nun s die kürzeste Linie zwischen den 
beiden Punkten sein, so muls jedes Element von ihr, ds, ein Kleinstes sein. Dann aber ist, 
nach den Regeln der Differenzialreclmung A.ds^ssO. Also giebt die Bedingung, dals s die 
kürzeste Linie sei zwisclien zwei Punkten, die Gleichung: 

' o = ds . öds = dxWx+dy Wy + daSdz , 
woraus unmittelbar: 



o = Ä.ds=^.«dx+^.«dy + ~,«dz, 



und, nach dem Satze in 2- 

o=:d.fis = •=— .dÄx-}-' j^ • dÄy+ -|-. dÄz. 

Nun ist: /vd(M>z=2vco — ^y*cudi;, nach den Regeln der Integralrechnung» Hiemach er- 
halten wir durch Integriren der Gleichung fiir dfis zwischen den Grenzen 5x' . • . und 6x' . . . 
welche den beiden Endpunkten der Linie s angehören mögen, 

+/(«x.d.g+*,.a.fe+^.^ 

Das Integral auf die ganze Linie s ausgedehnt, und eine willkührliche Constante darin 
als inbegriffen angesehen. 

Offenbar sind in dieser Gleiehung die Grölsen: fix', S/ fiz', Ortsveränderungen derEnd- 
punkte. Nehmen wir diese als fest an, so werden jene =o, und die Gleichung zieht sich zu- 
sammen auf das in ihr enthaltene Integral unter dem Zeichen yi 

5. Befinde sich die Linie s auf einer Oberfläche, deren Gleichung: 

u=o=f(x, y, z) 
so erhalten wir aus ihr: 
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die Bedingung aber, daCs s die kürzeste Linie sei zwischen, sirei Punkten der Oberflache, giebt, 
ganz allgemein aufgefaüst, nach 4. 

Multipliciren wir nun die erste dieser beiden Gleichuilgen nk einein unbestimmten Coef&cien* 
ten: A, integriren wir sie so dann, so ist die Summe des Integrals mit dem der zweiten 
Gleichung: 

»=/t-S+^Xfi)l-+/[*-S+^0]»^+/[-i+K5)]*' . 

In diesem Ausdrucke sind dx, fiy, Sz ganz unbestimmte Differenziale dem eben- 
falls ganz unbestimmten Sa zugehörig, welches erst durch eine bestimmt gegebene Natur des 
8*= f(x, y, z) seine nähere Bestimmung als Differenzial im eigentlichsten Sinne erhält. 
Die Gleichung für den Ausdruck, =0 kann also, ohne Hinaxifugung anderer Bedingungen, nicht 
bestehen, aulser, wenn die Coefficienten von Ax, #y, Az, =xo geseua. werden, da diese an sich 
selbst reelle Änderungen darstellen. Hieraus folgt 

und, durch KUmJnlwmg des A.: 

Dies« Gleichongeii mthalten nur Seä^hunj^ hi/i ^e Oberfläche, deren Gleichung usso, 
und auf eine Ewischen ewei Punkten dertetbeui m siebende Icfirzeste Linie s, fiberhavqpt: mitlün 
die' Bedingungen unter welchen sich auf efaier ObeiflSche von' gegebener Natur eine Idiraeeto 
Linie sieben lälst 

6. Es ist: 

g=dx[dx*H-dy*+d£»]-i 

- dx_ d*«(dy'+ds*)— dxdyd'y—dxdzd's 

*d? d? — r^- — 

dy_ d«y(d»*+dz«)— dydxd«»»dydpl«« 
^ds"" ds» .! '. . ^ j 



4S . 

'ds d»» l.dB'^dyd''x — d»PyJ 

dy_ dg(dxd«y—dytPx) rdx ■ ded^y — dyfg l 

**• d« d? Ld«"^dxd'y— dya«aj * 

Diese letzteren beidet AiAdirüdce in die obige GleiiAung 5. 1 .untergelegt, lo kommt: 
„ du rdy ■ dzd»x — dxd't l 

, du rdx ■ dzd*y — dyd*8 "l 
"•"dx L42~*"dxd»y— dyd'xJ . 

A h /du>dy ■ /duVfa ■ /du\ fdrf'x — dxd»8 l ■ /du\ rd«l«y--dyd*Bl 

0= \^^^j ^-j-^^J ^ -f-Vdy/ Ldyd«x— dxd'yj "*" Vdy/ Ldxd«y— dyd*x J * 

Aus der DiffiBrenaUügleicliang für die Oberfläche felgt 

Vde/ "" Vdx/ d« "^ Uy/ 3» * 
Dies in 3, untergelegt giebt 

. _/'du\ ■ /'duN pdxd'g — d8d*x1 

*' *""V.dzy"*"V.dyy Ldyd'x— dxd»yJ 
, /du\ rdEd*y — dyd«8- j 
"'"i.dx/ Ldyd»x— dxd»yj * 
als Endgleicliung der Bedingungen unter welchen eine Linie twischen iwei Punkten auf einer 
gegebnen Oberfläche die Eürseste ist 

7. Berühre die Oberfläche eine Ebene in dem Punkte (x, jy c) «ad ildaieidMi Wir «ie 
zugleich durch denselben Punkt mit einer Ebene, so ist die Gleichung der letzteren 

Ax+By-fCr— D=o, 
A, B, C, D, Constanten. 

Durch Differenzüren erhalten wir 

Adx +Bdy +Gds »o 

i . Ad^x-j-Bdy-f Cd'STSo 

■w dx, dy, da der Knvre «»gehören, wdeite dwwfet. den; SdlniH «uf 4er OberflSobe «atstdit 

Hieraus kommt: 

A(dxd»y— dyd»x)+ C(dzd»y— dyd»z)=o 

B(dyd»x— dxd»y)-fC(dzd»x— dxd'z)=30 

A_ dzdV — dyd*z 
p~dyd»x— dxd*y 

Bll dxd'z — dzd«x 
C"~d5rd««— dxiFy' 
Dies in die Gleichung 6. 4, geseitet, giebt: 
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'^0+Ht)+<^h 



die Gleidrang einer auf der Oberfläche seBkrecht stehenden Ebene; woraus folgt: 

daü» Je zwei unendlirfie nahe Punkte einer auf der Oberfläche gesogenen kürzesten 
Linie in eine auf dieser vertikal stehende Ebene fiOlt Da nun diese ihre jedes- 
malige Lage im Räume, im Allgem^nen fQr jedien Punkt der Oberfläche ändert^ 
so folgt hieraus femer, dals die kOrzeste Linie auf einer Oberfläche, wenn diese 
in allen Theilen gekriimmt ist, eine Curve bt doppelter Krfimmung. 

8. Ist die Oberfläche eine Ebene, so werden (t-), ( j-)? IT") Constanten. Setzen 

wir sie sr A^ B^, Cf, so verwandelt sich die Gleichung 7. 5, in 

AA'+BB'+CC=o. 

Die Gleichung zweier sich unter rechtem Winkel schneidenden Ebenen, woraus folgt: 

dafs der Durchschnitt zweier auf einander senkrechten Ebenen, also jede gerade Linie 
(die als ein solcher Durchschnitt zu betrachten ist) die Kürzeste zwischen zwei Punk- 
ten im Räume. 

9. Ist die Oberfläche die emer Kugel, so können wir setzen: u=x'-f-y^-|-z*— r-, 
wenn wir den Mittelpunkt der Kugel zum Anfange der Coordinaten wählen, und r der Halbmes- 
ser ist der Kugel. Dann verwsmdelt sich 7. 5, in 

o=Ax+By+Cz, 

die Gleichung einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden Ebene, woraus ersichtlich, 

daCs die kürzeste Linie auf der Kugel -Oberfläche ganz und gar in eine darauf ver- 
tikale Ebene fallt 

10. Für das Sphäroid ist allgemein 

u=«Ax«7f B'y^-fCfz*— D; = 
A', B^, C, Constanten, und den AaSang der Coordinaten in den Mittelpunkt des Sphäroids ge- 
legt Dies verwandelt die Gleichung 7. 5, in 

. AAx4-BB'y+0Crz=o, 
woraus erhellet, 

dals die kürzeste Linie zwischen zwei Punkten auf der Oberfläche eines Sphäroids 
in eine darauf vertikale und zugleich den Mittelpunkt desselben sehneidende Ebene 

fäUt 

Wie die in Capw 11. dargestellte Figur der EMe zeigt, giebt es für diese ^eine andere 
Ebene, welche den beiden Bedingungen zug^di^genttgt, als der Äqmitor, und jede Meridian- 
ebene, daher nur in ihnen die kürzeste' Linie, in eine Ebsne' trifft, auli^ ihnen aber für jede 
andere zwei Punkte endlicher Entfernung von einander nur eine Curve doppelter Krümmung 
sein kann. i. 
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Sei P der Nordpol des Erdsphäroids; AB eine zwischen A und B, 
Punkten auf der Oberfläche, gezogne geodätische Linie =2; PA, PB, 
Meridianbog^; 9 die Breite von B; APB, der Langenunterschied 
zwischen A, B, ^=ztü. Wachse AB, um BO =:d2; zugleich 9 um 
d9, a> um da»; BD falle in den Parallelkreis von B, dessen Halbmes- 
ser =^^,.den des Äquators =1 gesetzt; R sei der Meridian-Krüm- 
mungshalbmesser für B; er ist es auch iiir den unendlich nahen Punkt CL Das Dreieck BCD^ 
dessen Winkel a das Aamuth der geodätischen Linie bei C, und welches, von unendlich klei- 
nen Seiten eingeschlossen, geradliiügt mid bei D rechtwinklich ist, giebt: 

cosa sincL 
auch d5=l/[R^V+f do>»]=d<o T/^r^^"4- ^*] 

oder, gesetzt rr-=p, 

do) * 

d2=do>I/[^«+Ry]. 

Weil aber 2 die kürzeste Linie sein soll, so muCs jede Änderung der Natur ihrer Function, 
d« h. 62 muls s=o sein. Also: 

o = Ä2 = Ä/d5 = Ä/da>l/[f+RV]=«/Vda>, 
wenh wir, der Kürze wegen, K[f*+RV]=V setzen; 
und o =*/Vda> =/SYd<o=:/Vd6(o + do)« V 

in welchem Ausdruck wir das vom Y unabhängige d<o als constant nehmen. 
Nun ist: 



auf ähnliche Webe ist 






*»^^=(£)*-^'"+(-^)*^*'^+(^«^p 



Daraiic kommt: 



» ==y Vd&> + iaSy ex ;V&»+y7— ) (««pdo) — «(üdq)) + (^\ («pd« —««dp) 



Aus P = -^ 

* dco 
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folgt Äp = 






da>* 

daher fipdw = dSqt — pdi5a> 

und Äpdw —r^coip:^ d^cp"— * pd^o^ -r- ficodp 

=:d((59 — pÄco) 



woraus 
o 

Es ist aber 



Also: 



= V«6> + d6,y*(— j((59— p«a))+(— j. — , d{Sq^—JfSio). 

aber: 

/* / d V \ d (gy — pgto) _; / d V \ Sqy — jfSto /^ S(p—fS<o /dV\ 
y \dp/ d<ö ^\dp/ dö) y dfo * \dp/ 



o=V5a,+ (-^)(Äp-p*a,)+da./(^)_d.(^.±)(5<p-pda,). " 



Weil die Endpunkte der kürzesten Linie, A, B, als festgedacht werden müssen^ so ist 
6(ü, ^9, = o und die Gleichung giebt: > 



«/ \d9/ \dp/ da> 

Dies differenzürt) so kommt: 

/ dV\ _ 

du) 



Nun ist 



Vd9/~'*Adpjdc 
,d9/ d9 



\d9/ d9 \d<«)/p \dp/d9 

\d<p/ d9 Vd<ö/p \dp/p 

\dp/ p \do>/p \dp/p 
woraus: 

/(S)'"=^-P(f)+— 

Es ist aber, nach obigem, 

d2=-&-, und V=-X-. 



Aus V=I/(f4-ilV) folgt: 
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/dV\_R*p 




*sina 



daher V-p(^)=f«i« 

/ / ^— jdw=^««a-{-const 



(; 



Weil aber ^, R» p, onaKhängig ist v«n a>, so ist f--r— j=o; 

uüd durch Integriren: 

€oiist=^^ma 

welches die Grundgleichuug ist für die kiirKeste Linie. 

12. Wenn wir: ^, a des Anfangspunktes einer geodätischen (kiirsesten) Linie 2 fOr 
deren Endpunkt übergehen lassen in ^' a, so ist, vermöge der in 11 aufgestellten Grunde 
gleichung, ^ sin a:= ^ sin ol. 

Daraus: cosass: — ^i ? i-. 

Für die Breite 9 ist: 

R*:ia(l— £*)(l~e*Ä»(p«)— I 

j=aco^9 (1 — e*f//J9*)— i 
also ^ = aoosq! ( 1 — s* W19 *)— f ; 

, . , Rd9 _ a(l— £^)coJ9dy(l— g^ J>/»9V^(1— g^^wy^H 



13. 



^^^^ Um das d2 in 12 zu integriren betrachten wii» das Dreieck PAB 
vir^ als'ein spliärlsches^ dessen dem Winkel <«> gegenüberliegende Seite 
=A^, die Breite von A, ^9 gesetzt, so kommt: • 

sin(p=^sinql cosX — c^tp sinXcosol 

^9= ( -2-5^ co^X — sinX ]cos<p cosd 
'\cosa / ^ 



r 



smi 



»^^««««- ^=*s^'^ 7i^="^"y> ''-^^''f j.. 
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1) simp msiny sinv 

2) co^cp^=l — siny^sinv^ 
cos^q>^=smy cosvdv* 

A«, sinoi^^tS±0S2l «na g5;=.*my', folgt 

COStp^sinot^rscOS')^ 

daher 3) «»tp* — co9<p^sinöl^=ssiny^c0$i^ 

Ferner giebt: 

4) castp^co8ci^=^siny^cosv\ 

Die erhaltenen Werthe: 1, 2, 3, 4 in dem Ausdruck fUr ds gesetzt, verwändein die 
Gleichung in 

. a(l~€^)jiyiycQ^ydy(l — g'jwy^wi;^)— 1(1 — t^smy^^nv^)k . 

welche Formel wir der Abhandlung von Erasmus Georg Foy Thune verdanken: tentamen 
circa trigonometriam sphaeroidicam 1815. 

Wird nun noch bemerkt, dals 

1 — siny^ sinu^sszcosv^f — 2L-|-jiug^ j 
so wird 



d2== 



[i+ji^(^,.^..+-^p^ 



Entwickeln wir die Potemsen in diesem Ausdruck, und lassen die Glieder weg, welche 
eine höhere Potens von s, als die Kweite cum Coefficienten haben, so kommt: .. 

wovon das Integral, genommm von v bis t/, d. h. von 9 bis 9 : 
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— iß* cosy^ sm (v — v) . 

14. Ist das -Sphäroid eine Kugel, so ist £^=o, und daher 

2=:a.(«/ — v). 

Hier ist offenbar v •*— v der gröiste Kreisbogen swisehen den Punkten A, B, wenn sie 
auf einer mit dem Äquatorhalbmesser beschriebnen Kugeloberflache lägen. Also ist «/*— t^ fllr 
jeden gegebenen Fall sphärisch eu berechnen, nach I, 5. wenn 9, cp^, q> gegeben sind. 
- • sin<a sinqp 

Aus . ^; = -T-^ 

smv 9inv 



findet »ich ^|(^'+„)==||^±^/^^(,,'_^) 



mittelst welcher Gleichung sich, aus 1/ — v, v bestimmen läfst > 

Ist also <p, 9, 6> gegeben, so ist aueh 2 gegeben, die kürzeste Entfernung der beiden 
gegebenen Punkte auf dem Erdsphäroid. Dann findet sich auch a , aus 

cosd = -f— > und, wie leicht einzusehen ist, a, aus 

tgv ' ^ ^ 

tgv 

Ist aber 9, a und 1 g^gi^ben? ^ erhalten wir 

j siny 
AUS . sinacosqi=cosy und ^.^1 ss^w» 

das V, und v' — v, annäherungsweise, aus 



abo v' mithin auch 9' und a. < - _ 

Unter 1/ un4 '^ k^nn man sich die Entfernungen der Punkte B und A von irgend einem 
dritten denken,' di^ denn v — v cUe Entfernung beider von einandef ist 

15. Nach 11. ist auch;^ 

. " • * . ' • . • sina P Sinex ^ j 

\ • • • * ; " • • ■ ' , . j - •• > - • — • ■ • '\ 

Daraus folgt: 

dcüszi — - — .d2 

e 

A (1 — g^)(l — B*sin(p^y^icos^' sinot ; COJ9 , 

[(C0*9* — C0J9'*^l/ia*)(l— «*) -|- «» COSfp^COSip^ cos a *]r V^/^rrTp 




. 49 ^— 

^ Betrachten wir nun das spharoidische Dreieck PAB ab ein spiiäri- 
sches, dessen beide Seiten PA^ PB den Winkel ili — /u=s5 einäclilie. 
^ feen, so ist 

j/»V cos S — rsin d cot ul 

^^ COStp 

und aus sin <p^sxsiny^sinif\ und aus -: — r gesetzt ^cofju 

ergiebt sich ^^—^SV 

tg^i=itgysin(fi — S) = fgysinf.i^ 

daher coJ<p» ~^^^ ' "'*^' ~ ^' *S'^' 

Hiemit erhalten wir: 

Es ist aber, nach 13. 
und aus tg(p:=igysm^ folgt 



cos 9 * sin af* = cos y* 



sszsiny^cosfA^. 
Hiedurch wird also 



d<«>= 

sin 



(1 — g^)(l — B^sinKf!^) ^ siny cos in. dfi 



r. . , e^cos^^ cosa'^li 

tycos/Li 1 — £*-] r-4 5 — 1 

"^ '^ L smy^cos^^ J 

n I B'^COS^'^COSa^ "Ij '^ 

L ' (i — E^)siny^cosi.C^J 
Die Potenzgrofsen, wi^in 13. entwickelt, so kommt: 

ji j n «V , , cosf?^cosd^\ '[ 

Aus sinix^^-f^ und coj(p* = l — siny^sint^^ kommt: 






COSt^ 

Dig 



ifz^b^y Google 



. 60 

an» *'»A*=^i folgt 

co*9*d;*=- ^:^ =;- i-L.j 

. J Jgy^^^^l^^. tgycosv^ 

Aus sm(p=sinysinv folgt: 

co^9 
daher co^9^d/is=co^9/dv 

HieduTck wird also: 

do>=Ld/i-^co^y.di.-^— ^g-— «d./^Mj 
Das Integral: 

von /u bis iie', giebt 

, c« // X f^ cos^^coscl^ sinUl—a) 

2 '^ ^ 2 smy^cosfjk cosf-i, 

- ro^f - . . . 

Aus cosfivs: , und smtpsszsBnySinv^ 

folgt: cosiii= . ^^ ; mithin auch 

/ tg<p cosa 

.sinytgv jmy 

daher: — : — r r=co5u co^cp'. 

smy^casfk ^ 

Wir erhalten dadurch endlich 

to=^ — ^*— 2-«>*y (^ —^) — 2-«>^/* ^*<p * • — Sjjt^ • 

16. Das in 14. gesagte gilt auch lur den Ausdruck von o>. Wir können fJ — ju sphä- 

risch berechnen, als angenäherten Längenunterschied; fv erhalten wir durch den Ausdruck 

/^ <p cosu 

oder -: — ^, womit dann das dritte Glied des Ausdrucks fiir io berechnet werden kaiui. 



smytgv siny 

Umgekehrt lälst sich aus fi — /u und v — v annäherungsweise a> finden. 



Sphäroidische Berechnung des Dreiecknetsses: Nordpol, Königsberg, Berlin, 
^ 1. Wir berechnen zuerst sphärisch: i/ — v. Dies hat sich in I. 6 ergeben 

a;'— p=4«45' 10" 89. n A 

Digitized by VjOOSlC 



2. Die Fomel tgH^'+^)=^^^-tsW-'^) 

giebt dann: if and v. 

Nach den Daten am angef&brten- Ovte ist 

hg. igk (»' —*) = 8^6180663 
loK' »1(9+9) = 0,13S6549 
8,7507212 
hgJgW—v) ^ 8,2818950 
%. tg k {^ +») = 0,4688262 
. ^ (1/4") *s 71» 14' 3" 22 
j(v' —v) = 2 22 35 44 
i^s= 7* 36 38 66 
»= 68 .51 27 78. 

3. Die Formeln: cosa's^-^] C05a = ^ 

geben a und o, die Aeimuthe der kürzesten Linie bei Königsberg und bei Berlin 
. %.<^9 =0,1501659; /ogr.f5r9=0,1153509 

log tg -J =0,5314622; log. tg » =0,4126079 

Zoff. co«a ^4,6187037 

a'= 65« 26^ 28f' 27; /o^.«wa= 9,7027430 

«« 6&»42f39^'33. 
Die sphärische Rechnung gab 

d= 65 26 33, 77; a«:59 42 39, 42 

Unterschiede S 5' 50; — 0^' 19. 

4. Die Formel: 

2=aK(i—«*)[(»^—*)(i+^^^^)—l***'»y'*»»('^— *)•<»*(*''+*) 

■ '^ coav ^ '•* 

giebt die kürzeste Linie auf dem £rd^h&roid zwischen Königsberg und Berlin 

. — - . . sin9 

1. Wir berechnen zuerst y aas: -~-^^a»y . 

log. «»9=93995 
' log, sin »=9,9697 
; %.«i»y= 9^9298; /(0^.«>Jry.=^,7905. 

2. Da. Glied: (^-»)(l+!Ü^)=.^-»+ ^^^-''^2'"^' 

1/— 1;=:17110,«88 Seeunden ^ t 

Digi[z5ilDy]VjOOQle 

1/ 



— M 52 — 

/oy.(i/—i>)= 4,2333 
hg.t* =7,8089 
log. sin y^ =9,8596 

1,9018 in Seemiden 

mm. = 79^'76 
{J-v)^sin^^ 3^88 



1715(y'76=(*'-v)(l+fli^*). 



3. Daf Cn«d f e* sin-)^ sin (i/— v) £0« («''+«') 

fog-,*OTy»= 9,8596 

fog-.e»= 7,8089 

fog-.«»(*'— r)=8,9181 

log. cos(v' +i>) = 9,8992» 

6,4858» 

fog. arc l' '=4,6856 

1,8002*» 

num. =— 63" 13 

|i6»w»y».^7jt(i/— »)«>*(v +»)=— 47" 34 



,co»v 



4 Dm 61i«d: -JeäÄWy» sin(v'—v} 

' "^ COSV ^ 

log.COS'f^^M^^ 

.... /bg-.e«=: 7,8089 

%.««(«'— r)=8,9i81 

%.coji/ = 9,4508 

5,6188 

/qg-.co5i> = 9,5573 

6,0615 

Joy.arcl'^ ^ 4,6856 

1,3759 

num.s= 23" 76 
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5. Summiren wir eusammen: 



(,^_„)(l+f^')=17l50"76 

— ^B*siny'sinivi—v)cos{v>-\- v)^ 47" 34 

17198« 10 

^^^cosy*^^sin{vi—v)=— 23"76 
cos » 



17174" 34 
so kommt 

2=&{l—s*)i.arcVi.nini'3i, 

Wir können es setzen: 

=a . arc 1" . 17174" 34— ^ae* ort 1" 17174" 34 

%. 17174" 34=4,2348801 

log. arc 1" = 4,6855749 — 10 

log.» =6,2287039 

5,1491589 5,14916 

hg. «*=7,80896 
BiOTi. = 140980,456 2,95812 

corre ct.= 454,04 correct. =908,08 Ar^AnA 

2=140526,41 in Pr. R —2 — '»o«,"« 

17. Poissant in seinem traitd de topographie pag, 320 fgg. berechnet aus der EnU 
femung des Tliurms von Strasburg und der höchsten Spitze des Berges, genannt Balon des 
Vosges, und aus dem beobachteten Azimuth dieser Distanzlinie bei Strasburg, und der gegebenen 
Breite von Strasburg, die Breite des Balon, das Azimuth daselbst, und den Längenunterschied 
beider Punkte, nach sehr verwickelten Formeln. Es wird nützlich sein, nach seinen Daten, 
dieselben Stücke, und zwar nach der hier dargelegten Methode zu berechnen. 

Puissant giebt 

log. 8=6,8045285, In Metres 
fogr.e* =7,7779333 

2=89871-9 
ZbjT. 2 =4,9536239 

a'=32» 51' 1" 8, Admuth des 2 bei Strasburg 
<p'=48<' 34' 57" 5^ Breite der Thurmspitze daselbst. 
log. K(l —«•) =9,9987016. 



1. Ann&hcrang. 
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1. Aus: sinafcostf>=iCOSY^ wird y berechnet 

anj .^-Xss^tnv' komipt v'. 
smy 

log. co^<p '=9,8205555 
%.co*y =9,5549116 

y=68*'58'13"7 
Zog-. «»y= 9,9700657 
/og-. «n 9 ' =9,8750094 
fo^.«ni>'= 9,9049437 

i''=53<'27'29«2. 

2. Zu berechnen: (l-f'^e'^my*) und al/(l — «') 

log. e*z=:-7,m93 log. »=6,8045285 

%.«iiy» =9,94012 /o^.l/(l—e*)= 9,9987016 

7,71805 fog.(14-^g'</»y* )=0,0005642 

e««»y'=0,0052246 . . 6,8037943 

l+ic»«»y^=l,001306i fog. 2= 4,9536239 

^og. -r-TTi ,w^ I 1 . > ,, =8,1498296 

log.arc 1 "=4,6855749 

3,4642547 in Seconden 
mm. =2912" 4 =48' 32" 4. 

2 

3. Hieraus vssvi r-r-: -. ,. l . . . — = 

a|/(l— 8*)(l4-^e*«n5>») 

»'=53« 27' 29" 2 

at/a-^-)(l4-^^^;,r«) "= ^^'^^^^ 

»=52 38 56, 8. 

2. Annäherung. 

. 2 

aK(l—e')[(l+i«»««y*)—f^ö«y'«n(v'—iO<»*(*'+»')-~i«'«wy'^^ */«(»'— !•)] 

1. Zu b«r««hnen . V-j-? u»d , »'— -v; ^ 

»'= 53» 27' ,29« 2 

» =52 3 8 56, 8 

»'+» = 106 6 26^0 

. vi—v= 48 32" 4, 

2. Das zweite Glied des tienAen: ■%t?siny*srntv^'—iicos(vi-\-v) r^^^^]^ 
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%. «»=7,77798 
%.«»9/»=9,94012 
fog-. CO« (w'+r) = 9,44341» 
hg. sin(vt —v) = 8,14945 
5,31096" 

log. or cl«— 4,68557 

•>- 0,62539 in Sea 
num. =4" 2 

f 8* siny^sin(vi — v)co«(»'+»')=b— 3" 15^ 

3. Zu berechnen: ^^cosy* -^sin{vi—v) 

fcy.e»=7,77798 

&g'.co*3/»=9,10982 ^ 

%.co*i»'=:9,78312 

fog-, sin (i>/ — 1>)=8,14945 

. 4,82037 

%. co<»= 9,77489 

5,04548 

fagr.ar c.l"=: 4,68557 

0,35991 

nwin. =2" 29. 
. |e*<»*y*^^«»(t;'— t>)=l«14. 

4. Wir summiien nnn 

—l^$m'y*sia{i>i—v)cos{vi-\.v)zs:^3ii 15 

, . .cosvi , . , . —1, 14 
' ' cosv ^ ' 2" Ol 

woratis sich ergiebt, dab der Werth der ersten Annäherong keine Änderung mehr leidet 

5. Nun ist 

/og'.*w» = 9,9003332 
hg. jiff y= 9,9700657 
fo^-. «»9= 9,8703989 
<p=a47»54'4«8 
Poiasant findet <i>=s 47 54 5 7 



UnteischM 0"9. 



Femer ist <«*a=r-^ 
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Puissant hat 



%./^(pr=0,0440588 

fo^./ gvas 0,1173717 

7o^.a»a= 9,9266871 

«=212«» 21' 48" 
a=212 21 49 7 



Unterschied 1» 7. 

Den Längenuntenchied «n berechnen wir nach den Formeln: 

sinu=iß—; sinul s=i-f^^ und 
•^ "^ 2 ^^ '2 smy^cosui cosfi 



fo«-. '5-9 =0,0440588 
Zog-, ^g- 9^=0,0544539 
/flff./g y =0,4151541 



/og-.«« («'=9,6392998 
log. sin /t= 9,6289047 



m'=25<'50'13"0 
jn=25°10'57"4 



fii^fi= 39' 15"6 



2. fog-.e»=7,77798 

lo^.«o«yB9,55491 

foa-.(«>' — 1')=3,46425 

0,79714 

R«in.s= 6" 268 

co*y(v'— 1))= 3" 134 



in See. 



3. %.e* = 7,77798 

%. CO* «?<*= 9,65270 

Zog-. CO« a'*= 9,85350 

Zo^.«n (itt'^i») =8,05812 

5,34230 



Zoo-. ««7»= 9,94012 

Zog. cot /«' =9,95427 

log. cos,u = 9,95668 

9,85107 

5,49123 

4,68557 



1. 2. 3. Summirt: 

/t»'— ,t=39' 15« 6 

e* 
— =• cosy(v' — v) = — 3,13 

ä^cos<?i*. . . = —3,19 



—6,32 



Puissani bekömmt 



w=39' 9" 5 



CO =39' 8" 8 



Unterschied = 



0"7. 



0,80466 in See 
7JH/w.=»6"38 

e* CO* 9'" cos a'^ sin (fi' — ^tt) o// jg 

2 siny'cos/.i'cosf.i. 

18. Eben diese directe sphäroidisch geodätische Mediöde lälit sich auch, ohne Schwie> 
rigkeit eur Berechnung der Preieck« eines geodätischen Netzes gebrauchen. 

liegen wir das Dreieck unsrer Instruction Cap. lü. 3. zum Grunde, mit den dortigen 
Daten: 
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/o|.i=4,7827518, 
%.a=: 6,2287039 
fo^.e» =7,8089667 

a=44» 18'2«'l0 , 
9= 49« 29' 12" 90 
so finden wir, durch eweimaUge Aimfihening 

9* =50» 56' 5" 21. 
Oben erhielten wir 9* =50° 56' 5" 38 

diff. 0" 17 

femer aus ««a'=^ 

a'=B46» 2' 59" 8 
die sphärische Rechnung gab . . . 460 2' 41" 63 

diff. ... 8" 17. ' - . ' 

Dieser Unterschied rOhrt von der «eoscfaiedeneii ¥rtt«mww(^ her der Btgen bei ihrem 
Durchschnitt mit dem Meridian, je nachdem er für' einen grofoten-Kreisbogen, oder fOr die- 
kßreeste Linie, doppelter Krümmung, angenommen wird. 

« 

Endlich gab die sphSroidische Rechnung: < ^ * 

«=2» 16^ 10" 92 

die sphärische oben =2» 16' 11" 25 

^ff. 0" 33. 
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